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Prefacio

El Encuentro Matematico del Caribe tiene como finalidad reflexionar sobre el quehacer matemaético y
la ensenanza de las Matematicas en el Caribe colombiano. Asi mismo, extender las redes academicas con
investigadores locales, nacionales e internacionales en las Ciencias Matemadticas. A traves del encuentro
se busca motivar a la comunidad de nuestra regién a participar activamente en eventos matemadticos para
conocer de primera mano la evolucién y el amplio alcance que posee esta ciencia a nivel mundial por cuenta
de los expositores.

La tercera version del Encuentro Matematico del Caribe se realizé de forma remota del 14 al 17 de
septiembre de 2021. En el mismo, se presentaron 52 conferencias, 7 minicursos abarcando las diferentes
areas de las Matematicas y, adicionalmente, se realizaron las siguientes mesas redondas:

o El papel de las Matemiticas frente al COVID-19: Esta mesa redonda redonda conté con la par-
ticipacién de Elizabeth Gonzalez Patifio, coordinadora de desarrollo clinico del Instituto Butantan,
Marlon Michael Lépez Flores, pos-doctorando en Matematica Aplicada del IMPA, y César Augusto
Nieto Acufia, quienes a partir de su experiencia en sus campos de actuacién nos expusieron sobre la
importancia y utilidad que han tenido las Matematicas para afrontar la pandemia actual.

e Mujeres lideres de proyectos matematicos: Luna Lomonaco, quien ha liderado varios proyectos
de investigacién en el Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Blanca Margarita Parra Mosqueda,
quien es la coordinadora del Proyecto Lenguajes para aprender y comprender el mundo de la Escuela
Nacional de Estudios Superiores Unidad Leén, UNAM, y Catalina Marfa Rtia Alvarez, quien es co-
ordinadora de las Olimpiadas Matematicas regionales ORM UDENAR de la Universidad de Narifio,
nos compartieron sus experiencias y trayectorias para llegar a liderar cada uno de sus proyectos.

En estas memorias presentaremos los resiimenes de las conferencias y minicursos que se impartieron
durante el III Encuentro Matematico del Caribe. Las conferencias estdn organizadas por dreas: Sistemas
Dinamicos, Teorfa de Grafos y combinatoria, Topologia, Algebra, Geometria, Andlisis, Matematica aplicada,
Estadjistica y Probabilidad, Ecuaciones Diferenciales, Educacién y didactica de las Matematica y finalmente
se encuentran los minicursos impartidos. Los videos de las actividades realizadas se encuentran en la si-
guiente lista: Videos del Il Encuentro Matematico del Caribe.

El comité organizador reitera su agradecimiento a los conferencistas del evento, al comité cientifico, y al
publico asistente.
AGRADECIMIENTOS

Facultad de Ciencias Basicas - Universidad Tecnolégica de Bolivar
Equipo de Audiovisuales - Universidad Tecnolégica de Bolivar
Equipo de Comunicaciones - Universidad Tecnolégica de Bolivar

Autor: Jeovanny de Jesus Muentes Acevedo
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Mating quadratic maps with the modular group

Author: Luna Lomonaco
Instituto de Matemaética Pura e Aplicada (IMPA)

E-mail: lunalomonaco@gmail.com

Abstract: Holomorphic correspondences are polynomial relations P(z,w) = 0, which can be regarded as
multi-valued self-maps of the Riemann sphere, this is implicit maps sending z to w. The iteration of such
a multi-valued map generates a dynamical system on the Riemann sphere: dynamical system which gene-
ralises rational maps and finitely generated Kleinian groups. We consider a specific 1-(complex)parameter
family of (2:2) correspondences Fy, (introduced by S. Bullett and C. Penrose in 1994), which we describe
dynamically. In particular, we show that for every parameter in a subset of the parameter plane called “the
connectedness locus”and denoted by Mr, this family behaves as rational maps on a subset of the Riemann
sphere and as the modular group on the complement: in other words, these correspondences are mating
between the modular group and rational maps (in the family Per; (1)). Moreover, we develop for this family
of correspondences a complete dynamical theory which parallels the Douady-Hubbard theory of quadratic
polynomials, and we show that Mr is homeomorphic to the parabolic Mandelbrot set ;. This is joint work
with S. Bullett (QMUL).
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Sobre los espectros de Markov y Lagrange

Autor: Carlos Gustavo Tamm de Aratijo Moreira
Instituto de Matemaética Pura e Aplicada (IMPA)
E-mail: gugu@impa.br

Resumen: Vamos a discutir algunos resultados recientes sobre la geometria fractal de los espectros clasicos
de Markov e Lagrange M y L, de la teoria de aproximaciones diofdnticas, e sobre sua diferencia M \ L
- en particular, mostramos en colaboracién con Carlos Matheus que M \ L tiene dimensién de Hausdorff
estrictamente entre 0 y 1 (mas precisamente entre 0,531 y 0,888; muy recientemente, en colaboracién con Pol-
licott y Vytnova mejoramos esas estimativas para 0,537152 y 0,796445, respectivamente), y tiene elementos
mayores que 3,7, lo que da contraejemplo a una conjetura de Cusick. Discutiremos cémo estos resultados
estdn relacionados a dindmica simbdlica, fracciones continuas, y al estudio de la geometria fractal de sumas
aritméticas de conjuntos de Cantor regulares, un tema también relevante para el estudio de bifurcaciones
homoclinicas.
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Mapas multicriticos del circulo

Autora: Gabriela Alexandra Estevez Jacinto
Universidade Federal Fluminense
E-mail: gaestevezja@gmail.com

Resumen: Estudiamos homeomorfismos del circulo con un ndmero finito de puntos criticos “inflexivos”y
sin puntos peridédicos, los llamados mapas multicriticos del circulo. Las propiedades topoldgicas de estas
funciones se conocen bien. Nos interesa saber cudles son las condiciones que hacen que las propiedades
topolégicas determinen propiedades geométricas. En esta charla, discutiremos algunos resultados recientes
relacionados con esta pregunta.

Palabras clave: Rigidez, renormalizacién, real bounds, complex bounds.

Referencias

[1] Estevez, Gabriela, and Pablo Guarino. “Renormalization of multicritical circle maps.” Submitted.

[2] Estevez, Gabriela, Daniel Smania, and Michael Yampolsky. “Complex a priori bounds for multicritical
circle maps with bounded type rotation number.”arXiv preprint arXiv:2005.02377 (2020).
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Dimensién y recurrencia en sistemas dinamicos

Autor: Alexander Paul Condori Huamén
Universidad Nacional de San Cristébal de Huamanga
E-mail: alexander.condori@unsch.edu.pe

Resumen: Uno de los principales problemas estudiados en sistemas dindmicos se refiere a la descripcion
cuantitativa del fenémeno de recurrencia para un sistema dindmico. El problema de recurrencia fue ini-
cialmente estudiado por Poincaré, quien afirmé que cualquier sistema dindmico que conserva una medida
invariante finita exhibe una recurrencia no trivial para cada conjunto de medida positiva (una informacién
de naturaleza cualitativa).

Boshernitzan (1993) demostré un resultado cuantitativo que vincula el primer tiempo de retorno a bo-
las de pequefio radio con la medida de Hausdorff de la respectiva medida invariante. Barreira y Saussol
(2001), siguiendo la idea de Boshernitzan, mostraron que el comportamiento asintético tipico (con respecto
a una medida invariante) de las tasas de retorno polinomial a una bola cuyo radio tiende a cero, estaban
relacionadas con las dimensiones locales de esta medida invariante (en espacios de dimensién topoldgica
finita).

En esta conferencia, se presentardn algunos resultados para procesos estocasticos estacionarios discretos
con valores en un espacio Polonés M, relacionando tasas de recurrencia y la dimensién local de medidas
invariantes, segtin los resultados obtenidos en [1, 2].

Palabras clave: dimensién de Hausdorff, tasas de recurrencia, medidas invariantes

Introduccion

Sea (X, d) es un espacio métrico, B(X) la o-dlgebra de Borel de X y f : X — X una aplicacién medible.

Definicién 1. Sea p una medida de probabilidad definida sobre el espacio medible (X, B(X)). Decimos que p es f-
invariante (o0 que f preserva p) si u(f~1(B)) = u(B) para cada B € B(X). Denotaremos por M(f) el conjunto de
todas las medidas invariantes por f.

Ademas, dotamos M(f) (el espacio de todas las medidas f-invariantes) con la topologia débil-* (esto
es, la topologia més gruesa para la cual la red {u,} converge a y si, y solamente si, [ fdu, — [ fdu para
cada funcién continua y limitada f). Desde que X es completo y separable, M(f) es también completo y
separable, y es compacto silo es X.

Definicién 2. Sea (X, B, 1) un espacio de probabilidad. Una medida f-invariante es llamada ergédica si para cada
B € B satisfaciendo f~1(B) = B se tiene que u(B) = 00 p(B) = 1.

Denotamos, ademads, por M.( f) el conjunto de medidas f-ergédicas y por M, (f) el conjunto de medi-
das f-periddicas, esto es, las medidas f-invariantes que estdn soportadas en érbitas f-periddicas; es claro
que M (f) y M,(f) estan dotados de la topologia (metrizable) inducida por M(f).

Sea (M, p) un espacio polonés, y sea S su o-dlgebra de conjuntos Borel. Ahora, defina (X, B)como el
producto bilateral de un ntimero contable de copias de (M, S). Note que B coincide la o-algebra de los
conjuntos de Borel en la topologia del producto. Sea d cualquier métrica en X que es compatible con la
topologia del producto (es decir, d induce una topologia equivalente). Es sencillo probar que (X, d) también
es un espacio métrico polaco.
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Se puede definir en X el llamado operador de desvio completo (full-shift), 7', por la accién
Tr =y,

dondez = (..., 2—p,...,&n,...), ¥y = (.., Y—ns-- -, Yn,...), yparacadai € Z, y; = x;_1. T es claramente
un homeomorfismo de X sobre si mismo. Elegimos d de tal manera que T'y 7! sean transformaciones de
Lipschitz; establecer, por ejemplo, para cada z,y € X,

1 p(Tn,yn)
d(z,y) = Y s (1)
oS0 2L p(@n, yn)

Dado p € M(T), la tripla (X, T, 1) se denomina proceso estocdstico estacionario discreto valorado en
M (ver [5]).

El estudio de las propiedades genéricas (en el sentido de Baire) de tales procesos estocésticos estaciona-
rios discretos con valores en M se remonta a los trabajos de Parthasarathy [5] (con respecto a la ergodicidad)
y Sigmund (con respecto a la positividad de la medida en conjuntos abiertos, entropia cero de la medida
para M = R).

Definicién 3 (Dimensién inferior y superior de Hausdorff y de empaquetamiento de una medida [4]). Sea
p una medida positiva de Borel en (X, B). Las dimensiones inferior y superior de Hausdorff y de empaquetamiento de
w son definidas, respectivamente, como

dimg(p) = f{dimg(F)|u(E) >0, E € B},
dimj(p) = Wf{dimg(E)| X\ E)=0, E € B},

donde K representa H (Hausdorff) o P (empaquetamiento); aqui, dim g py(E) representa la dimensién Hausdorff
(empaquetamiento) del conjunto Borel E (vea [4] para detalles).

Definicién 4 (Dimension local inferior y superior de una medida). Sea v una medida de Borel finita sobre X.
Definimos la dimension local inferior y superior de ypen x € X como

- 1 B
d,(x) = limsup CeMBATL,E)) H(B(z,¢))

1 B
and d (z) = liminf 2BHBE:E)
0 log e H

e—0 loge
si, para cada € > 0, u(B(x;€)) > 0; caso contrario, d,, (x) := +oc.

Una importante relacién entre las dimensiones locales y la dimensién inferior y superior de Hausdorff
y de empaquetamiento de una medida es dada por la Proposicién 1.1 en [2].

Las tasas de retorno polinomial de la érbita 7" de un punto dado a vecindades arbitrariamente pequefias
de si mismo (esto da, en cierto sentido, una descripcién cuantitativa de la recurrencia de Poincaré) fueron
estudiadas por Barreira y Saussol en [3]. Dado un espacio métrico separable X y una transformacién me-
dible de Borel T, ellos definen las tasas de recurrencia superior e inferior de x € X de la siguiente manera:
para cada r > 0 fijo, sea

7.(x) = inf{k € N | T"z € B(z,7)}

ser el tiempo de retorno de un punto = € X ala bola cerrada B(z, 7); entonces,

. cogT(x) =/ N 1 log ()

son, respectivamente, las tasas de recurrencia inferior y superior de € X. Note que 7, () Puede ser infinita
en un conjunto de p-medida cero.

16
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Barreira y Saussol demostraron (Teorema 2 en [3]) que R(z) < dim},(u) para u-ctp. = € X. Ello
también mostraron, cuando X C R", que R(z) < du(a:), y que R(x) < Eu(x) para p-ct.p. z € X. Luego,
Saussol mostré en [6] que, bajo la hipétesis de que T es una transformacién de Lipschitz, b, (T") > 0, y que
el decaimiento de las correlaciones de (X, T, ;1) es superpolinomial, R(z) = d,(z), y R(x) = d,,(x) para u-
c.t.p. ¢ € X. Dehecho, es conocido que si el decaimiento de las correlaciones de (X, T, ;1) es superpolinomial

con respecto a los observables de Lipschitz y d,,(z) := d,(z) = d,(z) para py-c.tp. z € X, entonces R(z) =
R(z) = d,(x) para p-ctp. z € X.

En esta conferencia, presentamos algunos resultados, para procesos estocdsticos estacionarios discretos
con valore en M, relacionando R (respectivamente, R) y d,, (respectivamente, d,,).

Referencias

[1] Carvalho, Silas L., and Alexander Condori. “Generalized fractal dimensions of invariant measures of
full-shift systems over compact and perfect spaces: generic behavior.” Forum Mathematicum. Vol. 33. No.
2. De Gruyter, 2021.

[2] Carvalho, Silas L., and Alexander Condori. “Generic properties of invariant measures of full-shift sys-
tems over perfect Polish metric spaces.” Stochastics and Dynamics (2021): 2150040.

[3] Barreira, Luis, and Benoit Saussol. “Hausdorff Dimension of Measures via Poincaré Recurrence.” Com-
munications in Mathematical Physics 219.2 (2001): 443-463.

[4] Mattila, Pertti, Manuel Moran, and José-Manuel Rey. “Dimension of a measure.” Studia Math 142.3
(2000): 219-233.

[5] Parthasarathy, Kalyanapuram Rangachari. “On the category of ergodic measures.” Illinois Journal Mat-
hematic 5(1961): 648-656.

[6] Saussol, Benoit. “Recurrence rate in rapidly mixing dynamical systems.” Discrete and Continuous Dyna-
mical Systems 15 (2006): 259-267.

17



Memorias | Conferencias

Probabilidades invariantes para sistemas lineales
discretos via formalismo termodinamico

Autor: Victor Andrés Vargas Cubides

Universidad Nacional de Colombia
E-mail: vavargascu@gmail.com

Resumen: Estamos interesados en mostrar existencia de medidas de probabilidad invariantes o-aditivas con
soporte total sobre X para una clase de shifts con peso L : X — X, donde X es el espacio de Banach ¢ (R) o
IP(R) para 1 < p < co. En orden de obtener tales medidas, adaptamos ideas del formalismo termodindmico
clasico. Fijando un potencial Holder continuo A : X — R, asociamos un operador de transferencia £4
(dependiendo del operador lineal L), el cual actud sobre el conjunto de funciones continuas sobre X y
demostramos que dicho operador satisface el Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Mdas atin, la medida
de probabilidad invariante ergddica para L, resulta en una probabilidad de Gibbs asociada al potencial
A. Para probar lo anterior, consideramos la accién del dual del operador de transferencia sobre el espacio
1-Wasserstein de probabilidades sobre X.

Trabajo en colaboracién con A. O. Lopes (IME-UFRGS), A. Messaoudi (IBILCE-UNESP) y M. Stadlbauer
(IM-UFRY]).

Referencias
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Dindmica de una clase de modelo de depredacién
del tipo Leslie-Gower

Autores: Paulo Cesar Tintinago Ruiz, Leonardo Duvan Restrepo Alape,

Eduardo Gonzélez Olivares

Universidad del Quindio, Universidad del Tolima, Pontificia Universidad Catélica de
Valparaiso

E-mail: pctintinago@uniquindio.edu.co, ldrestrepoa@ut.edu.co, ejgonzal@ucv.edu.cl

Resumen: En este trabajo, se analiza un modelo de depredador-presa del tipo Leslie-Gower, descrito por
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias autonomas, considerando dos aspectos: una respuesta
funcional racional de los depredadores sigmoidea o Holling tipo III, y la funcién de los depredadores es de
tipo logistico.

Se determinan las condiciones en el espacio de parametros para la existencia de los puntos de equili-
brio y la naturaleza de cada uno de ellos, se demuestra la existencia de una curva separatriz que divide el
comportamiento de las trayectorias las cuales pueden tener diferentes w limites, entonces las soluciones son
altamente sensibles a las condiciones iniciales.

Por simulaciones numéricas mostramos un ciclo limite originado por bifurcacién de Hopf y comproba-
mos que existen ciclos limites no infinititesimales para un subconjunto de parametros.

Palabras clave: Modelo presa-depredador, respuesta funcional, bifurcacién, cilo limite, curva separatriz,
estabilitdad.

Introduccion

El objetivo de este trabajo es analizar un modelo de depredacién tiempo continuo, descrito por un sis-
tema de ecuaciones diferenciales aut énomas no lineales bidimensionales (planares); que corresponde a
un modelo tipo Leslie-Gower [5], cuya caracteristica fundamental es que la ecuaciéon que describe el creci-
miemto de los depredadores es del tipo logistico [5]. En estos modelos, la capacidad de soporte (environ-
mental carrying capacity) de los depredadores es proporcional a la cantidad de presas disponibles, esto es,
Ky =K(z) = nz.

La respuesta funcional, tambien llamada funcién de captura o consumo se refiere al cambio de la densidad
de las presas atacadas en la unidad de tiempo por depredador, cuando la densidad de las presas cambia
[4]. Fueron clasificadas por C. S. Holling (1959) [1, 5], quien describi6 tres tipos de respuesta funcional.
Posteriormente Taylor en 1984 propuso un cuarto tipo llamada respuesta funcional no monoténica.

En este trabajo se tiene en cuenta una respuesta funcional racional de los depredadores del tipo sigmoi-

dea (del tipo Holling III), expresada por la funcién h(z) = ﬁiﬂ usada en [3] . Biolégicamente da cuenta
del hecho que a bajas densidades de poblacion de presas el efecto de la depredacion es bajo, pero, a medida
que aumenta la densidad de presas, la depredacién es més intensa. Este fendmeno se da en variadas inter-
acciones de la realidad y en tal caso se dice que el depredador es generalista, debido a que si el ntimero de
presas es bajo, busca otras alternativas de alimentacion [2].

El modelo es descrito por el sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales no lineales auténomo
del tipo Kolmogorov:

XW{% = (r(l—%)—%)x 1)
@ = s(0-%)y
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donde z(t) y y(t) representan las poblaciones de presas y depredadores, como funciones del tiempo, y todos
los parametros son positivos; i = (r,¢,a, s, K,n,b) € RY.

Referencias

[1]

2]

3]

[4]

[5]

Freedman, Herbert 1. Deterministic mathematical models in population ecology. Vol. 57. Marcel Dekker In-
corporated, 1980.

Gonzalez-Olivares, Eduardo, Paulo C. Tintinago-Ruiz, and Alejandro Rojas-Palma. “A Leslie-Gower-
type predator-prey model with sigmoid functional response.” International Journal of Computer Mathema-
tics 92.9 (2015): 1895-1909.

Lamontagne, Yann, Caroline Coutu, and Christiane Rousseau. “Bifurcation analysis of a predator-prey
system with generalised Holling type III functional response.” Journal of Dynamics and Differential Equa-
tions 20.3 (2008): 535-571.

Gonzalez Olivares, Eduardo Jaime, and Pablo C. Tintinago Ruiz. “A class of Leslie-Gower type predator-
prey model with sigmoid funcional response.” Proceedings of the 2013 International Conference on Compu-
tational and Mathematical Methods in Science and Engineering CMMSE 2013 (1. Hamilton and ]. Vigo-Aguiar
eds.) Volume 4 1310-1321.

Turchin, P. “Complex Population Dynamics: A Theoretical/Empirical Synthesis. Princeton (N]J): Princ.
Univ. Prees, 2003. 456 p.” Monographs in Population Biology.

20



III Encuentro Matematico del Caribe

El conjunto de funciones continuas con dimensién
métrica media maximal es genérico

Autor: Jeovanny de Jesus Muentes Acevedo
Universidad Tecnoldgica de Bolivar
E-mail: jmuentes@utb.edu.co

Resumen: La dimensién métrica media es una cota superior de la dimensién media de sistemas dindmicos
definidos en espacios topolégicos compactos, el cual es un invariante por conjugaciones topolégicas. En esta
conferencia mostraremos que el conjunto de funciones continuas, definidas en una variedad, con dimensién
métrica media igual a la dimensién de la variedad es residual.

Palabras clave: Dimensién métrica media, dimensién topoldgica, dimensiéon de Minkowski, entropia to-
polégica, herradura

Introduccion

Sea ¢ : X — X una funcién continua en un espacio métrico compacto X equipado con una métrica d.
Denotamos por

MM(Xa da d)) Y mdlmM(X7 d7 ¢)7

la dimensién métrica media inferior y la dimensién métrica media superior de (X, d, ¢) respectivamente
(ver [1] y [2] para estas definiciones).

Para toda funcién continua ¢ : X — X tenemos que
0 < mdimpm(X,d, ¢) < dimp(X,d) y 0<mdimy(X,d,¢)<dimgz(X,d), )

donde dimg(X, d) y dimg(X, d) denotan la box dimensién inferior y superior de X, respectivamente.

El proposito de esta conferencia es mostrar que si N es una variedad riemanniana compacta n-dimen-
sional con métrica riemanniana d, entonces el conjunto de funciones continuas en N tal que su dimensién
metrica media superior es igual a n es residual en C°( V). A continuacién presentamos una idea de la prueba.

Una n-caja rectangular cerrada es un producto J* = J; x --- x J,, de sub-intervalos cerrados .J; para
todoi =1,...,n. Denotaremos por J" a una n-caja rectangular cerrada y tomemos

|J"| = ,j{n’n |J;|, donde J" =J; x- - X J,.

Para cualquier intervalo cerrado J = [a,b], sea J = [2%t2 9£20] Para una n-caja rectangular cerrada J" =

Jy X X J,, tome Jn = Jy X - X Jy, (ver Figura 1(a)).
Parae € (0,1) y k € N, decimos que una n-caja rectangular cerrada J* C U C R" es una (n,¢, k)-
herradura fuerte para una funcién continua ¢ : U — R” si |J"| > ey J" contiene k n-cajas rectangulares

cerradas J7,...,J;" C J", con (JI)° N (J)° = () para s # r, tal que |J*| > 2“2;'% y J" C (¢(J™))° para todo
i=1,...,k Enla Figura 1(b) presentamos un ejemplo de una (2, ¢, 20)-herradura fuerte.

Decimos que ¢ € C°(N) tiene una (n, ¢, k)-herradura fuerte J", donde J" C R" es una n-caja rectangu-
lar cerrada, si existen s cartas exponenciales exp, : B(0,0n5) — N, parai =1,...,s, tal que:
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A

JQ JQ

-
Ji
Jq ) :
@) J2=J; X Jo. J2=J1 X Jo (b) Una (2, ¢, 20)-herradura fuerte

Figura 1: Herradura fuerte

® & =eXP i\ 1ymods © PO exp; ' : B(0,0) — B(0,dy) es bien definido para algtn § < d;
o J" C (¢;(J"))° paracadai=1,...,s;
o J" esuna (n,¢, k)-herradura fuerte para ¢; paracadai=1,...,s.

Para simplificar la notacién, tomemos ¢; = ¢ paracadai =1,...,s.

Parae >0y k €N, sea

H(n,e k) = {6 € C°(N) : ¢ tiene una (n, ¢, k)-herradura fuerte}
1 nki
H(n,k)=UH<n,Z_2,3 )

€N
H" = (H(n.k).
k=1

En esta conferencia mostraremos el siguiente teorema (ver [1], [2]):

Teorema 5. H" es residual y si ¢ € H", entonces mdimy (N, d, ¢) = n. Por lo tanto, para cualquier n > 1, si N es
una variedad riemanniana compacta de dimension n con métrica d, el conjunto

Cn(N) ={¢p € C°%N): mdimy(N,d,¢) =n}

es residual en C°(N), donde mdimm (N, d, ¢) denota la dimension métrica media de una funcién continua ¢ €
CO(N).

Referencias

[1] Acevedo, Jeovanny de Jesus Muentes. “Genericity of continuous maps with positive metric mean di-
mension.” Results in Mathematics (2021).

[2] Rodrigues, Fagner B., and Jeovanny Muentes Acevedo. “Mean dimension and metric mean dimension
for non-autonomous dynamical systems.” Journal of Dynamical and Control Systems (2021): 1-27.
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Diagonal sums of doubly stochastic matrices

Author: Geir Dahl
University of Oslo
E-mail: geird@math.uio.no

Abstract: An n x n real matrix is called doubly stochastic if it is entrywise nonnegative and every row and
column sum is 1. These matrices arise in several areas, such as combinatorics, matrix theory, probability and
in linear and combinatorial optimization. We study the diagonals of matrices in €2,,. (A diagonal is a set of
positions with exactly one from each row and each column.) The main question considered is: which A € €2,
are such that the diagonals in A that avoid the zeros of A all have the same sum of their entries. We give a
characterization of such matrices, and establish several classes of patterns of such matrices.

The talk gives some introduction to this class of matrices, and then discuss some of results obtained
related to the mentioned main question.

The presentation is based on the recent paper [1]. (Joint work with Richard A. Brualdi, Department of
Mathematics, University of Wisconsin, Madison, USA.)

Keywords: Doubly stochastic matrix, diagonal sum, patterns.

References

[1] Brualdi, Richard A., and Geir Dahl. “Diagonal sums of doubly stochastic matrices.” Linear and Multi-
linear Algebra (2021): 1-27.

24



III Encuentro Matematico del Caribe

Perron values and classes of trees

Author: Enide Cascais Silva Andrade
Universidade de Aveiro
E-mail: enide@ua.pt

Abstract: Different combinatorial Perron parameters were introduced in [1, 2]. They are related to the al-
gebraic connectivity of trees. We continue the study of these parameters and find explicit expressions for
certain interesting classes of trees. Moreover, some new good bounds are determined, and some computa-
tional comparisons are made.

Joint work with Geir Dahl (University of Oslo) and Lorenzo Ciardo (University of Oxford).

Keywords: Perron value; bottleneck matrix; tree; special trees
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A Note on the Estrada Index of the A, -Matrix

Autor: Jonnathan Alexander Rodriguez Zambrano, Hans Nina
Universidad de Antofagasta
E-mail: jonnathan.rodriguez@uantof.cl, hans.nina@uantof.cl

Abstract: Let G be a graph on n vertices. The Estrada index of G is an invariant that is calculated from the
eigenvalues of the adjacency matrix of a graph. V. Nikiforov study hybrids of A(G) and D(G) and define
the A, matrix for every real o € [0,1] as

Ao (G) = aD(G) + (1 — ) A(G).

In this paper, using a different demonstration technique, we present a way to compare the Estrada index of
the A,-matrix with the Estrada index of the adjacency matrix of the graph G. Furthermore, lower bounds
for the Estrada index are established

Keywords: Estrada index, a-Adjacency matrix, Adjacency matrix, Laplacian matrix
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Sobre composiciones enteras y sus aplicaciones

Autores: Jazmin L. Mantilla, Wilson Olaya Leén

Universidad Industrial de Santander
E-mail: jazlismaro_@hotmail.com, wolaya@uis.edu.co

Resumen: En esta charla presentamos una introduccién a las composiciones de ntimeros enteros y su apli-
cacién a los autématas. Se introducen los conceptos bésicos de la teoria de composiciones y los temas
actuales de investigacion en esta area. En particular, se muestran las composiciones con restricciones en el
conjunto de las partes y mostraremos la conexién que existe entre este tipo de composiciones y los ntmeros
generalizados de Fibonacci (k-bonacci). Las composiciones palindromas y de Carlitz, que se obtienen al
restringir la ubicacién de las partes en la composicién, y las composiciones n-coloreadas, que son una gen-
eralizacién de las composiciones clasicas y se obtienen al colorear las partes de la composicién con n colores.
A lo largo de la charla mostraremos los cédigos en sagemath para obtener cada uno de estos tipos de com-
posiciones y para finalizar se mostrard una aplicacién de las composiciones a los autématas finitos.

Palabras clave: Composiciones Palindromas, Composiciones de Carlitz, Composiciones Coloreadas, Nimeros
de Fibonacci, Autématas.

Introduccion

La composicién de ntimeros enteros es un area de investigacién fundamental en la combinatoria enu-
merativa y la teoria de ntimeros, que busca establecer las formas en las que se puede representar un entero
positivo como suma de enteros positivos menores o iguales a él. Aunque la primera publicacién sobre
composiciones, titulada Memoir on the Theory of Compositions of a Number fue realizada por Percy Alexander
MacMahon en 1893, sus origenes se atribuyen a los trabajos realizados por Leonard Euler en el siglo XVIIL
En [7] MacMahon introdujé un gréfico lineal para cada composicion y logré probar, usando combinatoria y
funciones generatrices, las férmulas para el total de composiciones para n, las composiciones de n con exac-
tamente m partes, y las composiciones palindromas. Sin embargo, solo fue hasta finales de la década de los
60 del siglo pasado, que surgieron articulos sobre diferentes aspectos de las composiciones, en los que se es-
tudiaron, entre otras cosas, el total de composiciones con cierto tipo de restricciones. No obstante, en las dos
tltimas décadas se han hecho la mayoria de las publicaciones sobre composiciones, en las cuales se intro-
ducen nuevos tipos de composiciones y métodos para evitar patrones de subsecuencias en composiciones,
lo cual da una aplicacién a los autématas finitos.

Una composicién de un entero n es una secuencia de enteros positivos ¢ = (01,02, ...,0;) tales que
o1+ 02+ --- 4+ 0, = n. Los sumandos ¢; son llamados las partes de la composicién y [ es el nimero de
partes. Por ejemplo, las composiciones de 5 son:

(5),(4,1),(1,4),(3,2),(2,3),(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3),(2,2,1), (2,1, 2),

(1,2,2),(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1), (1,1,1,2), (1,1, 1,1, 1).

En la literatura se conocen diversas restricciones sobre las composiciones de un entero. Una primera
forma es restringir el nimero de partes en la composicién. Por ejemplo, las composiciones de 5 con exacta-
mente tres partes son:

(3,1,1),(1,3,1),(1,1,3),(2,2,1),(2,1,2), (1, 2, 2).
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Teorema 6 (MacMahon [7]). Si denotamos por C(n) el total de composiciones de n y por C(n,m) el total de com-
posiciones de n con exactamente m partes, entonces
e C(n,m) = (nil).

m—1

o C(n)=2""1

Otra forma de restringir las composiciones es exigiendo que las partes estén en un conjunto dado. Par-
ticularmente, las composiciones del entero positivo n con partes en el conjunto {1,2} son aquellas cuyas
partes permiten tinicamente los sumandos 1 y 2. Por ejemplo, las composiciones de 5 con partes en {1, 2}
son:

(2,2,1),(2,1,2),(1,2,2),(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1),(1,1,1,2), (1,1,1,1, 1).

Teorema 7 (Alladi y Hoggatt [2]). Si denotamos por Cy 2y(n) el total de composiciones de n con partes en {1,2},
entonces Cy1,9y(n) = Fyy1, donde F,, ¢ es el niimero de Fibonaccin + 1.

De manera similar, se demuestra que si Cy; 2 3(n) es el total de composiciones de n con partes en

{1,2,3}, entonces Cy; 231(n) = T 42, donde T, 42 es el nimero Tribonacci n + 2. Y en forma general, si
Ciio,..., k}( ) es el total de composiciones de n con partesen {1,2,...,k}, entonces C(1 5. 1} (1) = }'7(1]2(,{71),
donde fn H(k—1) € el numero k-bonacci n + (k — 1), donde los nameros k-bonacci (o k-generalizado de
Fibonacci) son definidos recursivamente como

FP =FP L FO, 4 FW >k,
con valores iniciales .F(k) ]-"1( J=...= ,5’1)2 =0y ]-",g’i)l =1.

Otro tipo de restriccién a las composiciones se obtienen al exigir sobre la ubicacién de las partes en la
composicién. Como casos particulares se tienen las composiciones palindromas (ver [6]) y composiciones
de Carlitz (ver [3]).

Una composicion palindroma (o auto-inversa) es una composicion que se lee de la misma forma de izquierda
a derecha que de derecha a izquierda. Por ejemplo, las composiciones palindromas de 5 son:

(5)7 (17 3? ]‘)7 (2’ ]‘7 2)7 (1’ 17 1? ]‘7 1)'
Teorema 8. Si denotamos por P(n) el total de composiciones palindromas del entero positivo n, entonces
P(n) =202,

El total de composiciones palindromas de n con exactamente m partes depende de la paridad del
nimero de partes. Note que no hay composiciones palindromas de un niimero impar con un nmero par
de partes.

Teorema 9. Si denotamos por P(n, m) el total de composiciones palindromas del entero n con exactamente m partes,
entonces

o P(2n,2k) = (}77).
o P(2n,2k+1) = P(2n—1,2k+1) = ("3 ).

El total de composiciones palindromas con partes en el conjunto {1, 2} conduce a otra conexién con los
nuameros de Fibonacci.

Teorema 10. Si denotamos por Py 2y(n) el niimero total de composiciones palindromas con partes en el conjunto
{1, 2}, entonces

° 73{1,2}(271 + 1) = Fn-l—l
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® Pri2y(2n) = Foyo

donde F,11 y Fy,12 son los niimeros de Fibonacci n + 1 y n + 2 respectivamente.

Una composicién de Carlitz es una composicion en la que sus partes adyacentes son diferentes. Por
ejemplo, las composiciones de Carlitz de 5 son:

(5),(4,1),(1,4),(3,2),(2,3),(1,3,1),(2,1,2).

Teorema 11. Si denotamos por CC'(n) el niimero total de composiciones de Carlitz del entero n, entonces para todo
enteromn > 1

n)=>_d0)CC(n-1)
=1
donde d'(n) denota la diferencia entre el niimero de divisores impares y el niimero de divisores pares de n.

La combinacién de las composiciones palindromas con las composiciones de Carlitz conduce a las com-
posiciones palindromas de Carlitz. Por ejemplo, las composiciones palindromas de Carlitz de 5 son:

(5),(1,3,1),(2,1,2).

Note que no hay composiciones palindromas de Carlitz con un ndmero par de partes, debido a que las
dos partes intermedias tendrfan que ser iguales.

Teorema 12. Si denotamos por C'P(n) el niimero total de composiciones palindromas de Carlitz, entonces la funcion
generatriz para el niimero de composiciones palindromas de Carlitz es

Y ko1 T

T) = E CP(n)a" =1+ —k>1 HIQJ;
xT

n>0 Zk>1 T1+z2F

Los primeros valores de la sucesién C' P(n) son:
(OEIS - A239327)' : 1,1,1,1,2,3,2,5,5,7, 10, 14, 14, 25, 26, 42, 48, 75,79, 132, ..

Agarwal en [1] hace una generalizacién de las composiciones al permitir que las partes se puedan col-
orear en varios colores. Una composicién coloreada es una composicién en la que cada parte de tamano ¢ puede
venir coloreada en i diferentes colores. Los colores de la parte i se denotaran por subindices i1, 2, . . . , 4; para
cada ¢ > 1. Por ejemplo, las composiciones coloreadas de 5 son:

(51), (52), (53), (5a), (55), (41, 11), (42, 11), (43, 11), (44, 11), (11, 41), (11, 42), (11, 43), (11, 44),
(31,21), (32, 21), (33, 21), (31, 22), (32, 22), (33, 22), (21,31), (22, 31), (21, 32), (22, 32), (21, 33),
(22,33), (31,11, 11), (32, 11, 11), (33, 11, 11), (11,31, 11), (11, 32, 11), (11, 33, 11), (11, 11, 31),
(11,11,32), (11,11, 33), (21, 21, 11), (22,21, 11), (21, 22, 11), (22, 22, 11), (21, 11, 21), (22, 11, 21),
(21,11,22), (22,11,29), (11,21, 21), (11, 22,21), (11, 21, 22), (11,22, 22), (21, 11, 14, 11),

(22,11, 11, 11), (11,21, 11, 11), (11,22, 11, 11), (11, 11, 21, 1), (11, 11,20, 11), (11, 11, 14, 21),
(11,14,14,29), (14, 14,14, 14, 14).

Teorema 13. Si denotamos por C(n), C(n,m) y Cpai(n) el total de composiciones coloreadas de n, el total de com-
posiciones coloreadas de n con exactamente m partes y el total de composiciones coloreadas palindromas de n respecti-
vamente, entonces

e C(n) = Fy,, donde Fy, es el niimero de Fibonacci 2n.

e C(n,m) = ("+m_1)

2m—1

1Codigo en On-line Encyclopedia of Integer Sequences, http:/ /oeis.org
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Cpu(n) F,+2F,_4 si n es impar
[ n)=
Pt 3F, sin es par.

donde F,, y F,,_1 son los niimeros de Fibonacci n y n — 1 respectivamente.
Deutsch et. al. [4] introducen las composiciones superdiagonales exigiendo una nueva restriccién sobre
la ubicacién de las partes de la composicion.

Una composicion superdiagonal del entero positivo n, es una composicién ¢ = (01,09, ...,04) tal que
o, > I para todo 1 <[ < k. Por ejemplo, las composiciones superdiagonal de 5 son:

(5),(1,4),(3,2),(2,3).

Teorema 14. Si denotamos por d(n, m) el total de composiciones superdiagonal de n con m partes y por d(n) el total
de composiciones superdiagonal de n, entonces

o d(n,m) = (”_ (%) _1).

m—1

— k J—
o d(n) =345, (” k(i)l 1)' donde m = EE=L

Recientemente, en [9] se obtuvieron resultados sobre las composiciones palindromas superdiagonal y
las composiciones coloreadas superdiagonal.

Teorema 15 ([9]). Si denotamos por s(n,m) el total de composiciones palindromas superdiagonal de n con exacta-
mente m partes, entonces

o s(2n,2k) = (” N (k;;)__f(g) N 1).

n—3k> o
o s(2n,2k—1)=s(2n—1,2k—1) = <L 2 kJ_Jr12k 1>.

Teorema 16 ([9]). Si denotamos por c(n) el total de composiciones coloreadas superdiagonal de n, entonces

- £ (1 el (75

donde T'(m, k) = Z(—l)m”“ <m Z_ k:> {mﬁ—; i z] y donde [Z] son los niimeros de Stirling de primera clase.
=0

En esta charla haremos una introduccién a la teorfa de composiciones, mostrando los cédigos en sage-
math para obtener los distintos tipos de composiciones, y resaltaremos los temas actuales de investigaciéon
en esta area. Para finalizar se mostrard como determinar si un automata finito puede encontrar las palabras
que eviten ciertos tipos de patrones de subsecuencias (ver [5]).

Para ampliar la informacién sobre composiciones, recomendamos el libro de Heubach y Mansour [5]
y las notas de José L. Ramirez [10], donde también encontrara los c6digos en Wolfram Mathematica para
obtener los distintos tipos de composiciones.
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Reflexiones y productos tensores de grupos
topolégicos abelianos

Autor: Julio César Herndndez Arzusa
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Resumen: En esta charla demostramos la existencia de productos tensoriales en algunas clases de grupos
topoldgicos abelianos. Ademds establecemos una relacién entre los productos tensoriales y las reflexiones.

Palabras clave: Producto tensorial, reflexién

Introduccion

Notaremos con A4, C, P,y Q, la clase de los grupos topolégicos abelianos, compacto, precompactos y
localmente cuasi convexos, respectivamente.

Definicién 17. Sean G y H grupos topoldgicos abelianos y K una subclase de A. Un K-producto tensor de Gy H
esunpar (T,®),dondeT € Ay ®: G x H — T es bihomomorfismo continuo tal que, para todo bihomomorfismo
continuo ¢: G x H — L, con L € K existe un homomorfismo continuo : T — L, tal que 1 o ® = ¢.

La Definicién 17 es debido a [3] y es dada en cualquier categoria topolégica. Nosotros la abordamos en
la categoria de los grupos topolégicos abelianos. Ademds probamos que si K € {A,C, P, Q}, entonces existe
un tnico producto tensor (G ®x H,®x), tal que G ®x H € K. Para esto usamos la definicién general de
grupo libre dada en [1].

Finalmente probamos que si K es una subcategoria reflexiva de A, entonces la reflexién de G ® 4 H es
K-producto tensor de G y H. Como un caso particular veremos que el producto tensor definido en [2] es un
Q-producto tensor.
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An extension of the Carathéodory differentiability
to set-valued maps
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Abstract: This paper uses the generalization of the Hukuhara difference for compact convex set to ex-
tend the classical notions of Carathéodory differentiability to multifunctions (set-valued maps). Using the
Hukuhara difference and affine multifunctions as a local approximation, we introduce the notion of CH-
differentiability for multifunctions. Finally, we tackle the study of the relation among the Fréchet differen-
tiability, Hukuhara differentiability and CH-differentiability.

Keywords: Multifunctions, Hukuhara difference, Carathéodory differentiability, Fréchet differentiability.

Introduction

Given X and Y nonempty sets, if for each element 2 belonging to X is assigned, due to a certain law
denoted here by F' : X = Y, a set F(z) contained in Y, we say that F' is a multifunction (we also use
the term multivalued function or set-valued map). Among the many and various examples and uses of
multifunctions we can find from those simpler provided by elementary algebra and trigonometry to those
appearing, for example, in applications of control theory involving optimal control problems and structural
properties of control systems such as stability, controllability /reachability ([1],[2],[3],[4]) and perturbation
theory for ordinary differential equations in the real Euclidean space R" ([5],[6]); of particular interest is also
studying the differentiability of multifunctions applied to perturbed optimization problems as observed in
[7], where it is considered the problem “minimize f(w,z) as z € A(w)”being f : W x X — RU {+o0} an
arbitrary function, A : W = X a multifunction with 0 € domA and W, X Banach spaces. The concept of
differentiability for multifunction have been discussed for many authors([8],[9],[12],[13][14],[15]). In [13] it
is extend the classical notion of Fréchet differentiability to multifunctions, using affine multifunctions and
Hausdorff distance.

Other concepts of differentiability can be found in the literature of classical analysis, as the Carathéodory
derivative proposed in [16], the strength of Carathéodory’s formulation relies on the concept of continuity
and its proof uses strongly the properties of continuous functions. Another advantage about this formula-
tion is that, it does not require the difference quotient, present in the Fréchet formulation, which is the key to
generalize it to a function of several variables. In [17] is explored some of the advantages of Carathéodory’s
characterization over Fréchet’s characterization proposed in [18].

In this work, motivated by the Carathéodory derivative proposed in [16] and generalization of Hukuha-
ra difference proposed ([9],[10],[11]), an extension of the classical notion of Carathéodory differentiability
to multifunctions defined on finite-dimensional normed spaces is approached. For this purpose, we assume
finite-dimensional normed vector spaces X and Y and consider the family of affine multifunctions (see [13]
for details of affine multifunctions and the Fréchet differentiability of multifunctions):

MAFF)(X,Y)={A: X — becY|A is affine and A(0) = {0}}, ©)]

where becY is the collection of all bounded closed convex subsets of Y, provided with a suitable metric.
Then, we associate the differentiability (Carathéodory) of the multifunctions to the existence of continuous
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functions

(]51,@52 X = MAFF()(X,Y)

This work we present some definitions and basic results of generalized Hukuhara difference and affine

multifunction. Later presents our extension of Carathéodory differentiability to multifunctions, named here
as CH-differentiability (Carathéodory Hukuhara differentiability), which is based on the set in (3) and the
generalized Hukuhara difference, [9]. Also, we show an example of CH-differentiable multifunctions and
study some properties of the CH-differentiability such as uniqueness, continuity, sum and composition.
Finally, we provied a relation involving the Fréchet differentiability, generalized Hukuhara differentiability
and CH-differentiability.

References

(1]

(2]

(3]

(4]

9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

Anichini, Giuseppe. “Boundary value problem for multivalued differential equations and controllabil-
ity.” Journal of mathematical analysis and applications 105.2 (1985): 372-382.

Conti, G., P. Nistri, and P. Zecca. “Controllability problems via set-valued maps.” Recent advances in
mathematical theory of systems, control, networks and signal processing, II (Kobe, 1991) (1991): 253-258.

Ren, Jiagang, and Jing Wu. “The optimal control problem associated with multi-valued stochastic dif-
ferential equations with jumps.” Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications 86 (2013): 30-51.

Narvaez, Alfredo RR, and Eduardo F. Costa. “Average reachability of continuous-time markov jump
linear systems and the linear minimum mean square estimator.” SIAM Journal on Control and Optimiza-
tion 54.4 (2016): 2063-2089.

Lasota, A., and Aaron Strauss. “Asymptotic behavior for differential equations which cannot be locally
linearized.” Journal of Differential Equations 10.1 (1971): 152-172.

De Blasi, F. S. “On the differentiability of multifunctions.” Pacific Journal of Mathematics 66.1 (1976):
67-81.

Penot, Jean-Paul. “Differentiability of relations and differential stability of perturbed optimization
problems.” SIAM Journal on Control and Optimization 22.4 (1984): 529-551.

Michta, Mariusz, and Jerzy Motyl. “Differentiable selections of multifunctions and their applications.”
Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications 66.2 (2007): 536-545.

Stefanini, Luciano, and Barnabdas Bede. “Generalized Hukuhara differentiability of interval-valued
functions and interval differential equations.” Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications 71.3-4
(2009): 1311-1328.

Stefanini, Luciano. “A generalization of Hukuhara difference.” Soft Methods for Handling Variability and
Imprecision. Springer, Berlin, Heidelberg, 2008. 203-210.

Stefanini, Luciano. “A generalization of Hukuhara difference and division for interval and fuzzy arith-
metic.” Fuzzy sets and systems 161.11 (2010): 1564-1584.

Banks, H. T., and Marc Q. Jacobs. “A differential calculus for multifunctions.” Journal of Mathematical
Analysis and Applications 29.2 (1970): 246-272.

Gorokhovik, Valentin V., and Peter P. Zabreiko. “On Fréchet differentiability of multifunctions.” Opti-
mization 54.4-5 (2005): 391-409.

Bede, Barnabas, and Sorin G. Gal. “Generalizations of the differentiability of fuzzy-number-valued
functions with applications to fuzzy differential equations.” Fuzzy sets and systems 151.3 (2005): 581-
599.

Amrahov, Sahin Emrah, et al. “Relationship between Bede-Gal differentiable set-valued functions and
their associated support functions.” Fuzzy Sets and Systems 295 (2016): 57-71.

35



Memorias | Conferencias

[16] Kuhn, Stephen. “The derivative a la Carathéodory.” The American Mathematical Monthly 98.1 (1991):
40-44.

[17] Acosta G, Ernesto, and Cesar Delgado G. “Fréchet vs. Carathéodory.” The American Mathematical
Monthly 101.4 (1994): 332-338.

[18] Fréchet, Maurice. “La notion de différentielle dans I'analyse générale.” Annales Scientifiques de I’Ecole
Normale Supérieure. Vol. 42. 1925.

[19] Brezis, Haim, and Haim Brézis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Vol. 2.
No. 3. New York: springer, 2011.

36



Algebra



Memorias | Conferencias

Hereditary species as monoidal decomposition spaces
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Abstract: We study the incidence coalgebra of a hereditary species as a special case of the general incidence
bialgebra construction for monoidal decomposition spaces.
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Introduction

Incidence algebras and Mobius inversion form a cornerstone of combinatorics. Many of these algebras
do not arise from posets, monoids or categories. Galvez-Carrillo, Kock and Tonks [2] discovered that the
incidence coalgebra construction and Mobius inversion make sense for objects more general than Mobius
categories. These are completely new objects in this context which they call decomposition spaces. They are
certain simplicial objects subject to an axiom that expresses decomposition, in the same way as the Segal
condition (which characterises categories among simplicial sets) expresses composition.

In combinatorics, an important class of coalgebras are the incidence coalgebra of an operad, which also
are covered by the decomposition space framework. Just as there are many coalgebras that do not come
from categories, there are importants examples of multi-linear coalgebras that do not come from operads.
An important class of such coalgebras is given by Schmitt’s hereditary species [4]. These are functors H :
S, — Set, where S, denotes the category of finites sets and partially defined surjections. Carlier [1] showed
that every hereditary species constitutes an example of a monoidal decomposition space, and that Schmitt’s
hereditary species bialgebra construction is a special case of the general incidence bialgebra construction for
monoidal decomposition spaces.

I will outline an extension of this theory to the directed case, replacing finite sets by finite posets as the
base case. This allows a common framework for hereditary species and directed restriction species [3].
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Sobre dlgebras de Malcev que contienen
la dlgebra de Lie sly(F')
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Resumen: En este articulo describimos a las dlgebras de Malcev que contienen a la dlgebra de Lie simple
central sl>(F') de dimensién 3. Esto resuelve el andlogo del problema de Nathan Jacobson para las dlgebras
de Malcev.

Palabras claves: Algebras de Malcev, M6dulos de Malcev no de Lie, Teoremas de Coordenatizacién.

Introduccidon

En un famoso articulo [1], Nathan Jacobson propuso el problema de determinar las dlgebras alternativas
que contienen a la dlgebra de los cuartérniones y este problema ha sido resuelto recientemente por el autor
y Shestakov [3].

En [4], el autor describi6 la estructura de las algebras y superalgebras alternativas que contienen ciertas
(super)algebras alternativas simples centrales de dimension finita y demostré Teoremas de Coodenatizacién
para dichas algebras y superalgebras. En particular, en dicho trabajo fue resuelto el problema de Nathan Ja-

cobson para las superalgebras alternativas que contienen la superalgebra asociativa M |1)(F’), con la misma
identidad.

Ademas, el autor en [2] describi6 las dlgebras de Malcev que contienen a la dlgebra de Malcev simple
central no de Lie de dimensién 7 y demostré un Teorema de Coodenatizacién para dichas dlgebras. Ademas,
esos resultados fueron usados para obtener ciertas equivalencias de categorias.

En este trabajo describimos a las algebras de Malcev que contienen a la dlgebra de Lie simple central
5l (F) de dimension 3 y esto resuelve el problema de Nathan Jacobson para las dlgebras de Malcev.
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Recta proyectiva sobre anillos
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Resumen: Un problema central en geometria proyectiva es el estudio de la recta proyectiva sobre anillos,
en particular anillos conmutativos con unidad, en nuestro caso el interés radica en los anillos totales de
fracciones. En esta materia, se encuentran avances en el estudio de las K-dlgebras finitas cuando K =R, en
particular el estudio de las rectas proyectivas sobre las R-algebras de dimensién 2, es decir, sobre C, P y D,
las cuales generan las tres geometrias clasicas del plano, Moebius, Laguerre y Minkowski. Sin embargo, es
posible demostrar que toda R-algebra es un anillo total de fracciones.

Por lo tanto, el objetivo de esta charla es presentar los principales avances del estudio de la geometria
de la recta proyectiva sobre anillos totales de fracciones. Partiremos definiendo el concepto de proyectivi-
dad algebraica, proyectividad de Staudt, razén doble, para finalmente demostrar que toda proyectividad
algebraica es una proyectividad de Staudt, y viceversa.

Palabras clave: Anillos totales de fracciones, recta proyectiva, K-algebras finitas, razén doble, complemen-
table.

Introduccion

El anillo de fracciones se define por primera vez en 1927, por Heinrich Grell, considerando a S como
el conjunto de los no divisores de cero de un anillo R, lo que actualmente conocemos como Anillo Total de
Fracciones.

Esta definicién no cambié hasta 1944, cuando Claude Chevalley extiende la nocién dada por Grell de
anillo de cocientes, considerando a S como el complemento de un ideal primo p, (S = R\ p), lo que hoy se
le conoce como la localizacién del anillo R por p.

Finalmente, Uzkov en 1948 extiende la definicién de sus predecesores, la cual sigue vigente, conside-
rando a S como un subconjunto multiplicativo. Cabe mencionar, que los conjuntos considerados por Grell
y Chevalley, son casos particulares de estos subconjuntos.

La construccién de anillos de fracciones es una técnica muy relevante en dlgebra conmutativa, pues éstos
generalizan la construccién de los nlimeros racionales a partir de los ntimeros enteros. Basta considerar a .S
como el conjunto de nameros enteros distintos de cero, es decir, S = Z \ {0} es un conjunto multiplicativo
(1e SysteS,Vs,teS)deZy, unarelaciéon de equivalencia ~ sobre Z x S. Entonces, el cuerpo Q consiste

de todas las fracciones % conacZybeS.

En general, para cualquier R anillo conmutativo con uno, consideramos S C R multiplicativo, y defini-
mos ~ la relacién de equivalencia definida sobre R x S,

(a,s) ~ (b,t) © existe u € S tal que u(at —bs) =0,

RxS
cona,be Rys,t e S. Considere a

~

dotado de las siguientes operaciones

tyE Y st

t st

® |

b at + bs a 9 ab
st
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Las cuales le dan a estructura de anillo, denominado anillo de fracciones. Cabe resaltar, que a estos

~Y
anillos también se les conoce como anillos de fracciones.

Un caso especial de los anillos de fracciones es el anillo total de fracciones, que considera al anillo
conmutativo con uno R y S el conjunto multiplicativo de los no divisores de cero de R, esto resulta ser
equivalente a que el anillo R estd compuesto de elementos invertibles o divisores de cero.

Este charla se divide en dos partes, la primera parte se realiza un estudio de los anillos de fracciones y
se exponen propiedades del homomorfismo canénico. Ademads, se estudian las propiedades de los anillos
totales de fracciones y se establecen relaciones existentes con otros anillos conmutativos con uno, como
los dominios euclideos, las K-algebras finitas, el producto de anillos totales de cocientes, y finalmente se
muestra la inmersién de cualquier anillo R en un producto de cuerpos. Se entenderd por un anillo R, como
un anillo conmutativo con uno.

Asi mismo, hablaremos sobre la geometria proyectiva. Esta geometria no verifica el quinto postulado
de Euclides de manera local, pero permite trabajar con el infinito y contiene a una geometria no local como
es la euclidea. Como lo cita el profesor Aroca [2]; la geometria proyectiva parte de unas figuras elementales:
puntos, rectas, planos, etc., a las que llamamos subespacios y una relacién entre ellas, la relacién de inci-
dencia, que es el nombre geométrico que designa indistintamente a las expresiones conjuntistas contenido
y contiene.

Un problema central en geometria proyectiva es el estudio de la recta proyectiva sobre anillos, en par-
ticular anillos conmutativos con uno, en este trabajo, se exponen los avances mas significativos de la recta
proyectiva sobre los anillos totales de fracciones.

Se puede evidenciar avances en el estudio de las K-dlgebras finitas cuando K = R, en particular el

estudio de las rectas proyectivas sobre las R-dlgebras de dimensién 2, conocidas como el cuerpo de los

nimeros complejos C = %, el anillo de los paracomplejos M = <$H§['f]1> y el anillo de los nimeros

duales D = gi; , las cuales generan las tres geometrias clasicas del plano, Moebius, Laguerre y Minkowski,

realmente es poco lo que se conoce sobre las rectas proyectivas sobre otras R-algebras finitas.
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La conjetura de Hermite en dimensién Krull
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Resumen: En este trabajo se presenta un estudio preliminar sobre los anillos de Hermite, se probaran re-
sultados que relacionan los anillos de Hermite con otros tipos de anillos conmutativos con unidad, como lo
son: anillos locales, el producto de cuerpos y las K-adlgebras finitas, enseguida se presentard un ejemplo de
un anillo que no es de Hermite y se finalizarad presentando los problemas abiertos sobre este tipo de anillos.
Entre los cuales, destaca la Conjetura de Hermite: si R es un anillo de Hermite, entonces R[z] es de Hermite,
se comentaran los avances hasta el momento de esta conjetura.

Palabras clave: Anillos de Hermite, fila unimodular, R-médulo libre, recta proyectiva, K-algebras finitas.

Introduccion

En 1995, ]J.P. Serre se preguntaba si los médulos proyectivos finitamente generados eran libres sobre
el anillo de polinomios K[z, ..., z,] de n variables, con K cuerpo. Serre en ninguna parte de sus escritos
publicados habia especulado sobre el posible resultado de su problema. Sin embargo, casi desde el principio
suponia una respuesta positiva, que con el tiempo se conocié en el mundo como “La Conjetura de Serre”.

La Conjetura de Serre entr6 en la década de 1960 como uno de los principales problemas abiertos en
algebra y geometria algebraica afin. En 1976 Quillen [7] y Suslin [8] dieron de forma independiente una
respuesta afirmativa y hoy en dia es conocido como el Teorema de Quillen- Suslin.

Los trabajos de Quillen y Suslin sobre la conjetura de la fila unimodular de Serre, abre el campo a los
llamados por Lam [4], anillos de Hermite. Si consideramos M un R-médulo libre y R un anillo conmutativo
con unidad. En el caso M = R", podemos definir el siguiente conjunto :

Ump(R) ={(x1, -+ ,2n) € R"[{z1, -+ ,zn) = R}.

Los elementos de Um,, (R) se denominan filas unimodulares y decimos que una fila unimodular (z1, - - - ,z,,) €
R™ es complementable si 'y s6lo si existe una matriz B de n x n invertible cuya primera fila es (z1,-- - , 25).

Decimos que R es un anillo de Hermite si todo médulo establemente libre sobre R es libre o lo que
es equivalente a que toda fila unimodular puede ser complementable a una matriz invertible. Ejemplos de
anillos de Hermite son los anillos locales, el anillos polinomios K[z1,...,z,] con K cuerpo, las K-algebras
finitas entre otros.

Uno de problemas abiertos sobre este tipo de anillos, entre los cuales destaca, es la Conjetura de Hermite:
si R es un anillo de Hermite, entonces R[z] es de Hermite. Uno de los objetivos de este trabajo es presentar
detalles de la prueba de la conjetura de Hermite para anillos de dimensién Krull < 1 dada en [6] que
corresponde a una extensién del Teorema del rango estable para el anillo de polinomios R[z].

Existe un interés adicional, por investigar sobre los anillos de Hermite, se basa en un problema abierto
en geometria proyectiva, el cual consiste en caracterizar la recta proyectiva sobre un anillo R. El trabajo de
Havlicek [3] sobre la recta proyectiva de la R—algebra tridimensional gfg
recientes de este problema, la relacién de las K—4&lgebras finitas con los anillos de Hermite nos motiva a

estudiar la recta proyectiva sobre este tipo de anillos.

ha sido uno de los avances mas
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Espacios profinitos y acciones parciales

Autor: Andrés Yamith Villamizar Tarazona
Universidad Industrial de Santander
E-mail: anyavita@correo.uis.edu.co

Resumen: En este trabajo se presentan algunos resultados establecidos por Magid en [1], que relacionan los
espacios profinitos y las acciones de grupo. En particular se estudian las condiciones suficientes para que el
espacio de orbitas X /G asociado a una accién de grupo sea profinito, y para que la proyeccion canénica ¢ :
X — X/G admita una seccién continua. Adicionalmente se utilizan las acciones parciales de grupo para
establecer condiciones que permitan extender los resultados estudiados en [1] a un contexto més general.

Palabras clave: Espacio profinito, grupo profinito, secciéon continua, relaciéon de 6rbita, accién parcial.

Introduccion

Sea I un conjunto dirigido y C una categoria. Una construccién cldsica en el contexto de la teoria de ca-
tegorias es el limite inverso asociado a un sistema inverso indizado por I. En particular un espacio profinito
X se define como el limite inverso de un sistema inverso de espacios topoldgicos finitos y discretos, o de
manera equivalente como se expresa en [1], X es un espacio compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.
Ademads un grupo topoldgico G es un grupo profinito si G visto como espacio topolégico es un espacio
profinito.

Los grupos profinitos fueron presentados de forma sistemaética por primera vez en la obra Cohomologie
Galoisienne de Jean-Pierre Serre, cuya primera edicién fue publicada en 1964 [4, p. 72]. Alli los grupos pro-
finitos recibian el nombre de grupos de tipo Galois [4]. Un hecho importante en la historia y desarrollo de la
teorfa de grupos profinitos es el interés que evidencia Wolfgang Krull por extender el conocido Teorema
Fundamental de la Teoria de Galois, considerando extensiones de Galois no necesariamente de grado finito.
Esta consideracion llevé a Krull en la década de 1920 [3, p. 155] a construir la llamada topologia de Krull
que ademads de permitir extender el clasico Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, dota de manera
natural a los grupos de Galois con la estructura de grupo profinito. Por esta razon la teoria de Galois ofrece
un ambiente natural para el desarrollo de los grupos profinitos. Algunos ejemplos importantes de grupos y
espacios profinitos son el grupo de enteros p—adicos Z,; para un ntimero primo p [4], los ya mencionados
grupos de Galois asociados a una extensién de Galois arbitraria, el espacio de las componentes conexas
Comp(X) de un espacio topoldgico compacto Hausdorff X; donde cada componente conexa es interseccién
de conjuntos abierto-cerrados [1, p. 52], el espectro booleano X (R) asociado a un anillo conmutativo R [1,
p- 73] y los grupos fundamentales considerados en geometria algebraica [2].

Sea G un grupoy ¢ : G x X — X una accién de G sobre un espacio topoldgico X. La relaciéon de
equivalenca “ ~¢g 7 sobre X, llamada relacién de 6rbita es definida como: x ~¢ y < ¢(g,z) = y, para
algiin g € G. Las clases de equivalencia son llamadas 6rbitas y el espacio de 6rbitas es denotado por X/G.
En este trabajo se tiene particular interés por estudiar la relacion de los espacios y grupos profinitos con
las acciones de grupo sobre espacios topolégicos. Magid en [1] establece condicones suficientes para que
el espacio de orbitas adquiera estructura de espacio profinito. Mas atn, en [1] Magid muestra particular
interés por encontrar secciones continuas asociadas a la proyeccién canénica ¢ : X — X/G. Ademas de
lo anterior, este trabajo también estd enfocado en extender las ideas de Andy Magid estudiadas previamente
y expuestas en [1], al contexto de acciones parciales de grupo, el cual generaliza de cierto modo los resultados

establecidos por Andy Magid.
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Sobre anillos epsilon-fuertemente graduados
y casi epsilon-fuertemente graduados

Autor: Luis Augusto Martinez Sanchez

Universidad Industrial de Santander
E-mail: luchomartinez9816@hotmail.com

Resumen: En este trabajo estudiamos las clases de anillos epsilon-fuertemente graduados y casi epsilon-
fuertemente graduados por un grupo G. En particular, presentamos una versiéon del Teorema de Dade para
la familia de anillos casi-epsilon fuertemente graduados. Una aproximacién funtorial es usada para obte-
ner una caracterizacién de los anillos epsilon-fuertemente graduados. Ademas, introducimos la categoria
SIMS — gr de médulos simétricamente graduados y la usamos para mostrar una caracterizacion de los ani-
llos fuertemente graduados. Finalmente, determinamos condiciones suficientes para que un anillo epsilon-
fuertemente graduado pueda ser escrito como suma directa de anillos fuertemente graduados y un anillo
trivialmente graduado.

Palabras clave: Anillo epsilon-fuertemente graduado, anillo casi epsilon-fuertemente graduado, dlgebra de
camino de Leavitt.

Introduccidon

La teoria de anillos y médulos graduados por estructuras algebraicas ha sido motivo de multiples estu-
dios por parte de la comunidad matematica. Aunque tales graduaciones pueden presentarse en contextos
mas generales, este trabajo se desarrolla en el marco de las graduaciones por grupos. Surgiendo asi, una
extension de la teoria de anillos y médulos clasica.

Algunas estructuras matematicas como los productos cruzados, pertenecen a una clase especial de ani-
llos graduados por un grupo G, los anillos fuertemente graduados. El matematico Everett Dade, en su tra-
bajo fundamental [1], estableci6 algunas propiedades de tales anillos, presentando en particular, una carac-
terizacion de los mismos mediante la relacion entre ciertas categorias. En esta misma direccion, los estudios
realizados en [7] exhiben relaciones entre anillos unitarios fuertemente graduados y conceptos categéricos.

Recientemente, una clase mas general que la conformada por los anillos fuertemente graduados por
un grupo G, ha motivado el desarrollo de varios trabajos como [4, 5] y [8]. Se trata de la familia de ani-
llos epsilon-fuertemente graduados, introducida en [9]. La cual contiene, entre otros, importantes objetos
matematicos como los productos cruzados parciales y las dlgebras de camino de Leavitt asociadas a grafos
dirigidos finitos ([8]).

Los anillos epsilon-fuertemente graduados tendran lugar en este trabajo, pues uno de los objetivos es
escribirlos como suma directa de anillos fuertemente graduados por ciertos grupos, y un anillo con la gra-
duacién trivial. En este sentido, los resultados presentados en [2] y [3] tendrdn un papel muy importante.

Por otro lado, en [5] se introducen algunas clases mds generales que la de los anillos epsilon-fuertemente
graduados, entre ellas, la de los anillos casi epsilon-fuertemente graduados. Las algebras de camino de
Leavitt asociadas a grafos dirigidos arbitrarios son ejemplos de tales anillos ([8]). Los anillos casi epsilon-
fuertemente graduados también serdn motivo de estudio, debido a que se busca presentar una versién del
Teorema de Dade para esta clase de anillos.

Los resultados mas importantes que hemos obtenido en nuestra investigacién pueden ser encontrados
en [6].
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La Categoria de las p-Algebras de Lie

Autor: Carlos Rafael Payares Guevara
Universidad Tecnolégica de Bolivar
E-mail: cpayares@utb.edu.co

Resumen: En esta charla presentaremos la categoria de las p-dlgebras de Lie simple sobre un cuerpo al-
gebraicamente cerrado de caracteristica p > 0. Daremos algunos ejemplos clasicos. Después de esa parte
introductoria, abordaremos el problema de clasificacién de las p-dlgebras de Lie simple.

Palabras clave: Algebras de Lie simple, p-algebras de Lie.

Introduccion

La nocién de algebra de Lie restringida (también llamada p-algebra de Lie) fue introducida por N. Ja-
cobson en 1937 (ver [2]). Recordemos que una 4lgebra de Lie g sobre un cuerpo F de caracteristica p > 0 es
una p-dlgebra de Lie (ver [3], pag.187) si existe una aplicacién [p] : g — g, a — al?! tal que:

e (\a)lPl=)ralPl, YA €T, acy.
e ad, (b)) = (ad4(b))?, Vbeg.

o (a+b)P = a4 plp) 1 Sl si(a,b), Ya,beg,
donde is;(a; b) es el coeficiente de ¢;_; en la expansion de ad’,j_1 (at + b)(a) sobre la indeterminada ¢

El problema de clasificacién de las algebras de Lie simple de dimensioén finita sobre un cuerpo algebrai-
camente cerrado de caracteristica p > 0, comenz6 con la conjetura de Kostrikin-Shafarevich (ver [4]). Ellos
conjeturaron que un algebra de Lie simple restringida (es decir, una algebra de Lie restringida sin ideales)
sobre un campo algebraicamente cerrado de caracteristica p > 5 es Cldasica o de tipo Cartan. La conjetura
de Kostrikin-Shafarevich fue probada por Block y Wilson (ver [5] y [6]) para p > 7. Recientemente, Pre-
met y Strade (ver [7], [8], [9], [10]) demostraron la Conjetura de Kostrikin-Shafarevich para p = 7. Ademads,
mostraron que para p = 5 sélo hay una excepcidn, el dlgebra de Melikian de dimensién 125 (ver [11]).

Después de la clasificacién de las p-dlgebras de Lie simple, de dimensién finita, sobre cuerpos algebrai-
camente cerrado de caracteristica p > 3; el principal problema todavia abierto en el universo de las algebras
de Lie de dimensién finita es la clasificacién de las algebras de Lie simple y de las p-dlgebras de Lie simple
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p € {2, 3}. De esta manera, la ponencia pretende
introducir todas las herramientas necesarias para entender el problema de clasificacién de las 2-dlgebras de
Lie simple y ver hasta donde este estudio se ha desarrollado.
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Minimal spheres in ellipsoids of revolution

Author: Renato Ghini Bettiol
City University of New York (Lehman College)
E-mail: renato.ghinibettiol@lehman.cuny.edu

Abstract: Motivated by Morse-theoretic considerations, Yau asked in 1987 whether all minimal 2-spheres
in a 3-dimensional ellipsoid inside R* are planar, i.e., determined by the intersection with a hyperplane.
Recently, this was shown not to be the case by Haslhofer and Ketover, who produced an embedded non-
planar minimal 2-sphere in sufficiently elongated ellipsoids, combining Mean Curvature Flow and Min-Max
methods. Using Bifurcation Theory and the symmetries that arise if at least two semi-axes coincide, we show
the existence of arbitrarily many distinct embedded non-planar minimal 2-spheres in sufficiently elongated
ellipsoids of revolution. This is based on joint work with P. Piccione.
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How to do differential geometry on non-smooth quotients?

Author: Cristian Ortiz
Instituto de Matemaética e Estatistica - Universidade de Sao Paulo
E-mail: cortiz@ime.usp.br

Abstract: I will explain recent development on the geometry of certain singular quotients of manifolds called
differentiable stacks. We will focus on examples and techniques rather than on technical results.
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A class of singular polyhedral surfaces

Author: Marcel Vinhas Bertolini
ICEN-UFPA - Brazil

E-mail: marcelvbertolini@gmail.com

Abstract: Surfaces of polyhedrons, when measured along paths contained in it, are among the easiest to
describe examples in two-dimensional geometry. They belong to a broader family of length surfaces, called
polyhedral, whose significance within contemporary mathematics was established by their appearance in
fields as complex analysis, dynamical systems and, of course, geometry. Further developments on these
matters led to the consideration of spaces that, from a geometric point of view, are complete length metrics
which are polyhedral away from a singular set. In this talk, we look at the class of these spaces that are
obtained by gluing isometrically infinitely-many subsegments of polygons’ frontiers (this class contains, for
instance, infinite translation surfaces, and the domains of generalized pseudo-Anosov surface automorp-
hisms). We employ elementary techniques of metric geometry to describe the behaviour of geodesics ap-
proaching certain kinds of singularities, and to see spaces with singularities as Gromov-Hausdorff limits of
spaces without singularities (polyhedral surfaces). This is done with the intention of throwing light on pro-
perties that can appear in this context, such as the curvature being unbounded despite the topology being
finite, as well as to explore the possibility of a deformation theory in this setting.

53



Memorias | Conferencias

The deformation cohomology of symplectic groupoids

Author: Cristian Camilo Cardenas
Universidade Federal Fluminense
E-mail: ccardenascrist@gmail.com

Abstract: Symplectic groupoids are geometric objects which combine symplectic geometry and Lie grou-
poids. They have an important role for mathematical physics and can be viewed as desingularizations of
Poisson manifolds. In this talk, I will first make an overview on Lie groupoids and give examples of how
they offer models for several kind of geometric structures (manifolds, Lie groups, principal bundles, Lie
group actions, among other). I will then give an idea of symplectic groupoids and the way that they can
be viewed as a global counterpart of (integrable) Poisson manifolds. Then, I will present the cohomology
which controls deformations of symplectic groupoids and show how to use it to prove a Moser-rigidity
theorem for symplectic groupoids [1]. If time permits I will explain the relation of this cohomology with the
Poisson cohomology of the corresponding Poisson manifold.

This talk is based on a joint work with Joao Mestre (Coimbra) and Ivan Struchiner (USP)

Keywords: Symplectic geometry, Lie groupoids, Deformation Theory.
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Criterios de estabilidad en familias de hipersuperficies
con CMC y frontera libre

Autor: Carlos Wilson Rodriguez Cardenas

Universidad Industrial de Santander (UIS)
E-mail: cwrodrig@uis.edu.co

Resumen: Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensién n + 1, con frontera suave M y ¥" una
variedad diferenciable de dimensién n, también con frontera suave 0%. Sea ¢ : ¥ — M una inmersion
con CMC (Curvatura Media Constante) y frontera libre. Probada la existencia de una deformacién suave
{p1} —e<i<e de ¢ tal que ¢, tiene CMC vy frontera libre, mostaremos algunos criterios de estabilidad de ¢ a
partir de las propiedades de los valores propios del operador de Jacobi J,, asociado a ¢.

Este trabajo hace parte de los resultados de investigacién del proyecto “Bifurcacion y estabilidad en fa-
milias de inmersiones con curvatura media constante y frontera libre” (C-2020-02), financiado por la Universidad
Industrial de Santander (UIS).

Palabras clave: Hipersuperficies con CMC, frontera libre, operador de Jacobi, condicién de frontera libre
linearizada, deformacién, estabilidad.

Introduccion

La Teoria de Optimizacién y Estabilidad en diferentes dreas de la ciencia y la tecnologia es un criterio
muy importante que sirve como herramienta para el estudio de fenémenos como la conservacién de energia,
minimizacién de materiales, optimizacion de recursos, etc. El término estabilidad se refiere al hecho de que
una superficies con CMC (Curvatura Media Constante) debe tener drea minima entre todas las superficies
que encierren el mismo volumen. Una hipersuperficie con CMC es estable si la segunda variaciéon del
funcional drea no es negativa.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimensién n + 1 con frontera suave M y sea X" una hiper-
superficie de M compacta y con frontera suave 0¥. Sea ¢ : ¥ — M un encajamiento (embebimiento).
Asumamos que ¢(X) N IM = p(0%) y que M \ ¢(X) = Q; U Qs, con Oy compacto y Q1 N Qs = 0. Deci-
mos que (%) es una hipersuperficie con CMC y frontera libre si tiene curvatura media constante y para todo
p € (%), lam (p) € Trp(X), donde 7ign (p) es el campo vectorial normal exterior a lo largo de la frontera
de M en p.

Como ¢ : ¥ — M es un encajamiento con CMC y frontera libre entonces ¢ es un punto critico para
el g-funcional de drea A, definido en el conjunto Emby (X, M) de todos los encajamientos = : ¥ — M que
satisfacen z(0%) C OM.

Probada la existencia de una deformacién suave de ¢ formada por hipersuperficies con CMC y frontera
libre (ver [3]), sea ¢; : ¥ — M una variacién tal de ¢, —e < t < ¢, con g = ¢. Por lo tanto, cada ¢; es una
inmersién con CMC y frontera libre. Sean A(t) y V(¢) el 4rea y el volumen de ¢, respectivamente. Decimos
que ¢, preserva el volumen si V (t) = V(0) para todo t € (—¢, €). Se tiene que ¢, tiene CMC, Hy, si y s6lo si
es un punto critico del funcional:

j(t) = A(t) — HV(t) = / vl (g — Hi /Q vol,,

55



Memorias | Conferencias

donde €, es el volumen encerrado por ¢;. Sea &, = g( Og’tf , s, ). Entonces, se tiene que

A/(t) = /ZHtgt (UOZAP?(Q)'

Luego,
A"(0) = /E Jio0 (§0)&0 VOl (g).

donde J,, : C¥(Zy) — C772(%) es el operador de Jacobi definido en C7 (%), que es el conjunto de las
funciones f : ¥y — R que tienen derivadas continuas hasta el orden j, siendo 3¢ = ¢o(3). J,,, estd definido
por:

Jsa(f) = AZof - (H]IEUH?{S + Ricg(nzoa UZO))f-

Aqui Ay, es el laplaciano (no-negativo) sobre ¥ y ||T*°||3, 5 es el cuadrado de la norma de Hilbert-Schmidt
de la segunda forma fundamenta of .

También se tiene que

V/(t) = ‘/Egt UOlgof(g)

Para nuestros propoésitos es necesario que J,, sea un operador Fredholm de indice cero. Para obtener
esta condicién se necesita establecer una regularidad de tipo Holder C7 para nuestros encajamientos.
Ademas, para que nuestros encajamientos cumplan la condicién de ortogonalidad es necesario que cumplan
con la Condicién de Frontera Libre Linearizada que se puede expresar como:

9(V £, Tonr) + T (s, 7o) f = 0,

donde V f es el g-gradiente de f, 75, es el vector unitario normal a lo largo de X y
fundamental de OM en la direccién del vector normal 7755,.

1M es la segunda forma

De esa forma, si restringimos el dominio de J,, al espacio
Cg’“(Eo) ={f €CP(%) : g(Vfmom) + oM (s, s, ) f = 0},
tenemos que J,, : Cg"o‘(E) — C772(3) es un operador Fredholm de indice cero.

Definicién 18. Una inmersion con CMC y frontera libre o : 3 — M se dice estable si y sélo si A"(0)(f) > 0, para
todo f € C4* (%) tal que [, fvoly: gy = 0. Cuando ¢ no es estable se dice que es inestable.

Asf, con respecto la estabilidad de ¢ obtuvimos los siguientes resultado, donde A\; < Ay < ... son los
valores propios de J,,.

Teorema 19. Sea @q : ¥ — M una inmersion con CMC y frontera libre. Sean X;, i > 1 los valores propios de J .
(1) Si Ay > 0, entonces g es estable.
(2) Si\i <0 < g, entonces existe una vinica funcion x € C%*(X) tal que J(r) = 1y tenemos que:
(2-a) Si fz K vol%(g) < 0, entonces ¢ es estable.
(2-b) Si fz K volys(g) > 0, entonces py es inestable.
(3) Si )i < 0= )Ny, entonces tenemos:
(3-a) Si existe una \y-funcion propia fa tal que [5, fo volys gy 7 0, entonces ¢q es inestable.

(3-b) Si [5 havolys(g) = 0 paratodo \o-funcién propia hy, entonces existe una iinica funcion ha € (ker(J,))*
tal que J(ha) =1y
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(3-b-i) Si [, ho vol s (g) < 0, entonces py es estable.
(3-b-ii) Si fz ho ”Olwé (g) > 0, entonces @y es inestable

(4) Si Ay < 0, entonces g es inestable.

Esta es la version para hipersuperficies con CMC y frontera libre en dimensién » basado en el trabajo
de Miyuki Koiso (see [4]), quien estudi6 el caso para superficies en R? con frontera fija.
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Soluciones radiales a problemas de EDPS semilineales
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Resumen: En esta presentacion explicamos como la geometria diferencial permite estudiar la existencia de
soluciones de un problema de una EDP semilineal definida sobre una variedad Riemanniana M. Usando
resultados cldsicos debidos principalmente a Helgason en [J] DIFFER GEOM,6(3), 411-419] logramos reducir
la EDP a una EDO definida sobre una subvariedad con condiciones adecuadas lo cual nos permite buscar
soluciones que son constantes sobre las orbitas de una accién de un grupo compacto de isometrias de M.
Nuestro metodo aplica a una gran cantidad de ejemplos e interesantes situaciones particulares que pueden
hallarse por separado en la literatura, pero que puede mostrarse, hacen parte de una misma teoria general.
Gracias a nuestro método, el problema de hallar soluciones positivas de la EDP original se traduce en uno
mas manejable donde es posible probar la existencia de soluciones positivas y a su vez implicando existencia
de soluciones del problema original.

Palabras clave: Semi-lineal PDEs, Acciones polares, Coordenadas polares generalizadas.
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en S' x S? tight
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Resument: El objetivo principal de esta conferencia es mostrar la existencia implicada de 6rbitas periddicas
de flujos de Reeb para las formas de contacto tight em S* x 52, como se hizo en [6]. Mas precisamente,
probamos que la existencia de un nimero finito de ciertas 6rbitas peridédicas obliga la existencia de un
nuamero infinito de otras 6rbitas periddicas.

Palabras clave: Variedades de contacto, curvas pseudo-holomorfas en la simplectizacién, homologia de
contacto cilindrica y teoria de campos simplécticos.

Introduccion

Una 1-forma X definida en una variedad M de dimensién 2n + 1 es una forma de contacto si A A (dA)”
define una forma de volumen en M. La forma de contacto determina una distribucién de espacios tangentes
& = ker A C T'M, la cual es llamada de estructura de contacto; también llamamos de campo de Reeb al campo
de vectores Ry definido por A(Ry) = 1y dA(Ry,-) = 0. El par (M, & = ker \) es llamado de variedad de
contacto co-orientada. El flujo dado por Ry en M es llamado de fluxo de Reeb associado a A.

Ahora, supongamos que M tiene dimensién 3. Decimos que la estructura de contacto £ = ker A es
overtiwsted si existe un disco D — M tal que T,D = §,,Vp € 0D. De lo contrario, decimos que £ es tight.
Esta definicin se debe a Y. Eliashberg. Ademas, en S! x S? existe apenas una tnica estructura de contacto
tight a menos de difeomorfismos. Ver [1, 2, 3, 4, 5].

El objetivo principal de esta conferencia es mostrar la existencia implicada de 6rbitas periédicas de flujos
de Reeb para las formas de contacto tight em S* x S2, como se hizo en [6]. Mas precisamente, probamos que
la existencia de un nimero finito de ciertas drbitas periédicas obliga la existencia de un ntimero infinito de
otras érbitas periddicas.

A continuacion se presenta una familia de formas de contacto en S x S2. Sea

[=1,1] € n = (f(n), 9(n)) € R*\ {0},
una curva suave tal que
o f(=1)>0,9(-1)=0, f(1) <0, g(1) = 0.
e g(n)>0,Vne(-1,1).
e (fg'—gf)n)>0,Vn.
e (f'g" =g f")n)>0,Vn.

En S' x S? consideramos las coordenadas (¢, 6, ), donde t € S'y (6,¢) € R/27Z x (0,7) son las
coordenadas esféricas usuales en S? = {z% + y? + 22 = 1} C R3. En estas coordenadas, la 1-forma

Af.g = f(—cos)dt + g(— cos )db,
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determina una forma de contacto en S* x S?. La estructura de contacto inducida, en este caso, es tight. Es
posible verificar que P, := S! x (0,0,1) y P» := S' x (0,0,—1) son ¢rbitas periédicas del flujo de Reeb
asociada a Af 4. Si fo(n) = —nego(n) = 1 — f&(n),n € [—1,1], la estrutura de contacto &, es definida por
ker Az, g0

En [6] fue apresentada una version del teorema de Poincaré-Birkhoff para flujos de Reeb en S? tight. En
este caso, un resultado similar puede ser enunciado a continuacion para S* x S? tight.

Teorema 20. Sea \ una forma de contacto en S* x S? que induce la estructura de contacto tight &,. Asumimos que
el par de 6rbitas L := Py U P, C S x 52 son 6rbitas de Reeb associadas a \. Entonces el flujo de Reeb associado a \
admite un niimero infinito de 6rbitas periédicas en el complemento de L, cuyas clases de homotopia son prescritas de
acuerdo con los niimeros de rotacion de las componentes de L.

La demostracién de este resultado hace uso de la homologia de contacto cilindrica en el complemento
de L, la cual es un invariante construido a partir del flujo de Reeb en el complemento de un conjunto finito
de 6rbitas periddicas. En el teorema anterior, la existencia de esas infinitas érbitas periédicas es obtenida a
partir de mostrar que este invariante es no-trivial para infinitas classes de homotopia en el complemento de
L.
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Abstract: In this paper, we obtain new inequalities of the Hermite-Hadamard type, in two different classes
of convex dominated functions. Several known results from the literature are obtained as particular cases of
ours.
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Introduction

Perhaps one of the most productive mathematical ideas lately, due to its variety of uses and interrela-
tionships with different applications, is that of the convex function.

Definition 21. A function f : I — R is said to be convex on interval I C R, if the inequality f(tx + (1 —t)y) <
t(x) + (L —t)f(y), for x,y € I is fulfilled with t € [0, 1].

We say that f is concave if — f is convex.

The consequent extensions of this concept, which have appeared lately, have transformed it into an
extremely complex concept. To reflect on this, we suggest that the user read the work [19], where a fairly
complete classification of most of the known definitions is made.

Definition 22. ([6]) Let the function g : I — R convex on interval I C R. The function f : I — R it is said
g-convex dominated on I if the inequality

[tf(z) + (L —t)f(y) — flte + (1 = t)y)| < tg(x) + (1 —t)g(y) — gtz + (1 —t)y),
hold for x,y € Iand t € [0, 1].
The classes of convex functions used in our work are as follows.

Definition 23. ([10]) A function ¢ : I C R — R is said to belong to the class of Q(I) if it is nonnegative and for all
u,v € Iand t € (0, 1) satisfies the inequality

p(tu+ (1 —t)v) < @ O

—_
~

Definition 24. ([7]) A function ¢ : I C R — R is P function or that o belongs to the class of P(I), if it is
nonnegative and for all u,v € I and t € (0, 1) satisfies the inequality

p(tu+ (1 =t)v) < p(u) +¢(v)
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Definition 25. ([21]) Let a nonnegative function ¢ : I C R — R belongs to the class of Q(I). The real function
¢ : I CR — Riscalled (v, Q(I))-convex dominated on I if for all u,v € I and t € (0, 1) satisfies the inequality

v | B0

p(u) | ()
B t 1—t

n 17t—cp(tu+(1—t)v) <

—Y(tu+ (1 —t)v).
Definition 26. ([21]) Let a nonnegative function ¢ : I C R — R belongs to the class of P(I). The real function
¢ : I CR — Riscalled (¢, P(I))-convex dominated on I if for all u,v € I and t € (0, 1) satisfies the inequality

|lp(u) + ()] = p(tu+ (1 = t)o)| < [W(u) + (V)] — P(tu + (1 - t))

The area of Integral inequalities has become one of the most dynamic of Mathematical Sciences, both
pure and applied, which translates into a constant increase in the number of researchers and the results ob-
tained in recent years. Within these, there is an inequality that is considered fundamental and that provides
simple bounds for the integral mean value of a particular class of functions: convex functions, and it is the
so-called Hermite-Hadamard inequality (see, e.g., [11, 12, 4]).

Let ¢ : I C R — R be a convex function defined on the interval I of real numbers and ay,as € I with
a1 < az. The following inequality

a1 + as 1 a2 (ay) + ¢(ag)
< <
o( 5 ) pP— / o(u)du 5

ay

holds. Since its discovery, this inequality has received considerable attention, some extensions and general-
izations of this inequality, with different fractional and generalized operators and using different convexity
operators, can be consulted in [2, 3, 8, 9, 16, 18, 18, 19,

It is known that fractional calculus, that is, calculus with derivatives and integrals of non-integer order,
despite being as old as classical calculus, has been gaining attention in the last 40 years and new operators
have been defined, which have proven its usefulness in different applications. In particular, new integral
operators have appeared that are natural generalizations of the classical fractional Riemann-Liouville in-
tegral. In a previous work (see [13]) the authors define a generalized operator that contains, as particular
cases, several of the known fractional integral operators.

Definition 27. The k-generalized fractional Riemann-Liouville integral of order o with o« € R, and s # —1 of an
integrable function p(u) on [0, co), are given as follows (right and left, respectively):

PR ) — 1 Y E(r,s)p(T)dT

JF,aTsO( ) = ka(Oé) /a1 []F(U,T)]l_% ) 4)
- ) = 1 2 P(r,8)p(r)dr

JF"J; plu) = kg () /u [F(r,u)] "% '

with F(7,0) =1, F(u,7) = [ F(6, s)df and F(r,u) = [ F(0,s)d6.
With the functions I (see [22, 23, 24, 26, 27]) and I';, defined by (cf. [4]):

I'(z) :/ " teTTdr, R(z) >0,
0 k

I'i(z) :/ e ™/ dr, k> 0.
0

Itis clear that if k — 1 we have Iy (z) — I'(2), Ti(2) = (k)% "I (2) and Ty (2 + k) = 2T'%(2). As well, we
define the k-beta function as follows

1. .
By (u,v) = E/ 1 — 7))k T,
0
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notice that By, (u,v) = + B(%, %) and By, (u,v) = 7F1E§7?L?‘5;’)
The main purpose of this paper, using the generalized fractional integral operator of the Riemann-
Liouville type, from Definition 27, is to establish several integral inequalities of Hermite-Hadamard type,

which contain as particular cases, several of those reported in the literature.

Main Results

Let ¢ : I° — R be a given function, where a1,a; € I° with 0 < a; < az < co. We assume that
¢ € Lifay, az] such that *J ] ¢(u)and °J _¢(u) are well defined. We define
Ehad | 2Go

@(u) := p(ar + az —u), u € [ay, az]
and

G(u) = ¢(u) + @(u), u € [ay, az].
Notice that by using the change of variables w =

T—Aay1
u—ay’

we have that (4) becomes in

T el =

)

(u—ay) [ F(wu+a(l—w),s)e(wu+a(l —w))dw
KTk () /0 [F(u,wu—i—al(l—w))]l_%
where u > a;.

Our first result refers to the classes Q(I) and (¢, Q(I)) - convex dominated on I.
Theorem 28. Let a nonnegative function ) : I C R — R belongs to the class of Q(I). Suppose that the real function

p: I CR — Ris (¢, Q(I))-convex dominated on I. If a1, as € I with ¢, € Li]ay, az], then we have the following
inequalities:

R R e
and
(o) + otanl T2 = o7 itea) = 7 ()
< (o) + vl LB~ U ) - IE ),

where 1 (u) = w(l —w)p(u), P1(u) = w(l —w)y(u).
Remark 29. This Theorem contains as a particular case Theorem 7 of [21], if we take F* = 1 and a = k.

Remark 30. Under the conditions of the above Remark on F and o, if 1 is a convex function and ¢ is a 1 -dominated
function, then this result covers Theorem 1 of [6].

Remark 31. If F'(t,a) = 1 and k = 1, ¢ a non-negative function and o is a harmonically 1)-convex function, the we
obtain the Theorem 4.1 of [25].

The following result refers to the classes P(I) and (¢, P(I)) - convex dominated on I.

Theorem 32. Let a nonnegative function ¢ : I C R — R belongs to the class of P(I). The real function ¢ : I C
R — R is called (¢, P(I))-convex dominated on I. If a1, as € I with ¢, € Li[a1, as], then we have the following
inequalities:

[F(ag, a1)]*

a1 + as

(U0 < E () + (a) - (M2 Bl )

2 I‘k(a—l-k:) ’

5]% G _
F,a;r (a2>

64



III Encuentro Matematico del Caribe

and .
[F(az,a1)]*
Cr(a+k)

[F(ag, a1)]*

[p(a1) + ¢(az)] Tila+ k)

= I plar)| < [(@) + (ao) T

Remark 33. Ifin the previous result we do F' = 1 and o = k, then it reduces to Theorem 4 of [21].

Concluding Remarks

This paper gives new inequalities of the Hermite-Hadamard type, in two different classes of convex
dominated functions, some related inequalities (fractional or not) are also obtained as particular cases of
our results. Apart from the above, we must add that with the operators of the Definition 27, we can gener-
alize different results already reported in the literature, obtained for different classes of dominated convex
functions, such as those of [14, 15, 25], which opens up new research possibilities.
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Resumen: En este trabajo, presentamos algunos operadores integrales fraccionarios y generalizados, anal-
izamos su relacion con distintos operadores diferenciales locales y presentamos algunas direcciones de tra-
bajo abiertas.
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Introduccion

En todo el trabajo, I es un intervalo real, cerrado y acotado. Una funcién f : I C R — R se dice convexa
sobre el intervalo I, si la desigualdad

fltz+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 —t)f(y) (5)

se cumple para todo x,y € I y t € [0, 1]. Decimos que f es céncava si —f es convexa.
La desigualdad siguiente

f(“‘;b)sbia/abf@)dxsw ©®)

se cumple para cualquier funcién convexa f en [a, b].

Esta desigualdad fue publicada por Hermite en 1883 e, independientemente, por Hadamard en 1893.
Da una estimacién del valor medio de una funcién convexa y observa que también proporciona un anélisis
de la Desigualdad de Jensen.

Esta desigualdad ha sido objeto de enorme atencién en los tltimos 50 afios, en varias direcciones de
trabajo:

1) Usando diferentes nociones de convexidad.

2) Refinamiento de la malla utilizada.

3) Mejora de las estimaciones de los miembros izquierdo y derecho de (6).
4) Usando nuevos operadores integrales generalizados y fraccionarios.

Para facilitar la comprensién del tema, presentamos la definicién de integral fraccionaria de Riemann-
Liouville (con 0 < a1 < t < ag < o0) ya que es el operador integral “base” del calculo fraccionario y
generalizado.

Definicién 34. Sea ¢ € L1 [a1, as]. Entonces la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o € C, R(ar) > 0
estd definida por (derecha e izquierda, respectivamente):
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Lovole) = o [ =07 > 7)
b
- p(z) = ﬁ/ (t—x)* 'o(t)dt, x=<b. (8)

En nuestro trabajo, teniendo en cuenta las direcciones de trabajo antes presentadas, se hace un recuento
del desarrollo de las Desigualdades Integrales en los tltimos tiempos, como centro de atencién de investi-
gadores matematicos puros y aplicados.
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Acerca de la desigualdad de Simpson
via integrales generalizadas pesadas

Autora: Florencia Rabossi
Universidad Nacional del Nordeste
E-mail: florenciarabossi@exa.unne.edu.ar

Resumen: En este trabajo establecemos una identidad de tipo Simpson y varias desigualdades de tipo Sim-
pson para integrales generalizadas pesadas.

Palabras claves: Desigualdad integral de Simpson, Operadores integrales pesados, funciones («, m)-convexas.

Introduccion

La siguiente desigualdad se conoce como Desigualdad integral de Simpson:

5 @ (50) + )] - bla/abf(t)dt

donde f : [a,b] — R es cuatro veces diferenciable sobre (a,b) y ||/ [|oc = sup, (4 [f ¥ (7)] < 0.

1
<~ ||If@) —_ )4

En [7] el autor introduce la clase de funciones («, m)—convexas, de la siguiente manera:
La funcién f : [0,00] — R se dice que es (a,m)—convexa, donde (o, m) € (0,1] x (0,1], si para cada
a,b e [0,00) yte|0,1], se tiene:

fta+m(1—1t)b <t“f(a) +m(1 —1t)*f(b).
Para favorecer la comprension del tema, presentamos la definicién de integral fraccionaria de Riemann-
Liouville (con 0 < a < t < b < 00). La primera es la integral fraccionaria clasica de Riemann-Liouville.

Definicién 35. Sea ¢ € Li[a,b]. Entonces la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o € C, () > 0
se definen por (derecha e izquierda respectivamente):

() = ] /T (x—t)*topt)dt, =>a (10)

.
I'la
I .
Iy = = t—x)* p(t)dt b. 11
o 0la) = o [ e w < a
Los operadores integrales que serdn usados en nuestro trabajo serdn presentados en la siguiente defini-
cion.
Definicién 36. Sea f € L ([a,b]). La integral generalizada pesada de la funcién f por derecha e izquierda, respecti-
vamente, se definen como:

i = [ (1) s 12
PIk f(t) = /t Y (Z:;) F(r)dr (13)

70



III Encuentro Matematico del Caribe

Observacion 37. Si tomamos w'(t) = %, obtenemos la definicion de la Integral Fraccionaria de Riemann-

Liouville. Si por el contrario w'(t) = 1, entonces obtenemos la Integral cldsica de Riemann.

Por supuesto que hay otros operadores integrales conocidos, fraccionarios o no, que se pueden obtener
como casos particulares del anterior, pero lo dejamos para los lectores interesados.
El siguiente resultado sera fundamental en nuestro trabajo.

Lema 38. Sea 0 < m < 1; f : [ma,b] — R una funcioén diferenciable, a < bcona € R, b > 0. Si f € L' (ma,b])
entonces se tiene:

T BT ey | B ey

—ma + w (—ma+w)2

n % {k(t)f(w) —kO)f (w;bﬂ - (w4b)2‘]5’+f <w2+b>

! L(1—t 1+t ! L1+t 1—t

A partir de éste, obtenemos diferentes desigualdades de tipo Simpson, que son generalizaciones de
varios reportados en la literatura.
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Extrapolacion en espacios de Kothe

Autor: Victor Juan Hernandez Del Toro
Fundacion Universitaria Colombo Internacional
E-mail: vhernandez@unicolombo.edu.co

Resumen: Cuando Xy y X; son espacios de Banach incrustados en un espacio topolégico de Haudorff, un
espacio interpolado entre X, y X es un espacio de Banach FE tal que
XonNnX;i CECXo+ Xy

y cumple con la siguiente propiedad: si T': Xy + X1 — Xy + X; es un operador lineal cuyas restricciones
a Xo y X; sonrespectivamente T': Xg — Xoy T : X; — X;,entonces T : £ — E.

En la ponencia se presenta un resultado de Niguel Kalton (ver [1]) que demuestra que para un espacio
de Kothe X (espacios normados de funciones de Lj con bola unitaria cerrada y que preservan norma) p-

11 . - . y -

convexo y g-concavo con — + — = 1, existe un tinico espacio Y de Kéthe tal que X es un espacio interpolado
p q

entre Ly y Y.

Palabras clave: Espacio de Kothe, espacios interpolados
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A general condition for uniqueness in the
multi-marginal optimal transport

Authors: Adolfo Vargas-Jiménez, Brendan Pass
University of Alberta
E-mail: vargasji@ualberta.ca

Abstract: We establish a general condition on the cost function to obtain uniqueness and Monge solutions in
the multi-marginal optimal transport problem. This work, naturally generalizes the results obtained in [13],
which is the most general theory known in multi-marginal optimal transport. Furthermore, we provide a
variety of examples obtaining a generalization to the main result in [18] and a special result in [19], studied
in a earlier work by the present authors.

Key words: Multi-Marginal optimal transport, Kantorovich formulation, Monge formulation, Monge solu-
tion.

Introduction

Let X; C R” be open bounded sets and P(X;) the set of all Borel probability measures on X;, with
i =1,...,m. Given a continuous real-valued cost function ¢ on the product space [].", X;, and measures
w; € P(X;), the Kantorovich formulation of the multi-marginal optimal transportation problem asks to
minimize
/ (1, .oy Tm)dp, (KP)
X

over the admissible class

m

(p1y ey fim) = {MGP(HXi) s Xy XX X X Ay x X X x X)) = (A,

i=1

for every measurableset A4, C X;, 1<i< m}.

On the other hand, in Monge’s formulation of the multi-marginal optimal transportation one seeks to mini-
mize
/ C(wlaTlea"'7mel)d/’L17 (MP)
X1
over its admissible class: the set of all (m — 1)-tuples of maps (7%, . . ., T,) satisfying the constraint (7;)sp; =
w; for every i = 2,...,m. Here, (T;)yu1 denotes the image measure of p; through T;, which is defined as
(T3)gp1 (A) = 1 (T; 1 (A)), for any Borel set A C X;. The admissible class in (MP) can be seen as a subclass

of I(p1, ..., tm), as for each (m — 1)-tuple (T, . .., T,,) satisfying the image measure constraint in (MP), we
getpu=(Id,Ts,...,Tn)gpr € I(pe, ..., i) and

/ c(xla"-axm)dlu‘:/ C(xlvTQfElv“';mel)d//’L
e, X X1

This fact, let us interpret (KP) as a relaxation of (MP).

The classical optimal transport (the case m = 2) has an abundant literature, which reflects its natural
connections with different areas of mathematics and with a generous variety of applications, for instance,
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see [20][21][22]. The multi-marginal optimal transport (the case m > 3), although less active, has also gene-
rated several applications, among them, matching in economics [4][6][16] and density functional theory in
computation [2] [7]. The reader is also referred to [14] for an overview.

One of the widely known result in the classical optimal transport is that, under a twist condition on ¢ (the
map z2 — Dy, c(x1,x2) is injective, for each fixed z; € X;) and assuming y; absolutely continuous, the-
re exists a unique solution to (KP) and it is induced by a map [1][5][9][10]. There are two works in the
multi-marginal case, with general conditions on the cost function ¢, in which this result was also achieved.
The first work was developed in [15], focusing on second order differential conditions on ¢, however, these
conditions are too strong, and so, there are costs providing the same result and not satisfying them. In the
second work [13], was established an analogue of the twist condition, encapsulating the results obtained
in[3, 8, 11, 12, 15, 16, 17], in which were got for special costs functions, uniqueness and Monge structure
of the respective optimal measures in (KP). This condition was called twist on c-splitting sets and states that
for every =1 € X; fixed, the map (x2,...,2m) — Dy c(x1,22,...,2y) is injective on on special sets, called
c-splitting sets.

As was shown in [13], the twist on c-splitting sets condition is weaker than the second order differential
condition on ¢, presented in [15], converting the work in [13] into the most general theory known guaran-
teeing Monge solutions and uniqueness results in the multi-marginal setting. Now, although fairly general,
we can find costs providing Monge solutions and not being twisted on splitting sets [19]. One identifiable
reason of this fact is that for some classes of functions, regularity conditions on some of the marginals (in
addition to a regularity condition on 4;) are necessary. It is natural, then, to consider a condition on the cost
c that generalizes the twist on c-splitting sets condition, and with some flexibility on the regularity of some
of the marginals.

In this talk, we present a condition focusing, in particular, in c-splitting functions and the points where
some of them are differentiable (the ones corresponding to the marginals different than 1 where regularity
is needed). More specifically, we require the mapping (z2, ..., &m) — Dy, c(z1, 22, ..., Ty ) to be injective on
special subsets generated by c-splitting sets that depend on c-splitting functions. Furthermore, this condition
encapsulate the twist on splitting sets conditions developed in [13], as well as, the main result in [18] and
partial results in [19].
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Un modelo de trafico vehicular multiclase
con funcion de velocidad discontinua

Autor: Rafael Henrique Ordofiez Cardales
Universidad Popular del Cesar
E-mail: reordonezc@unicesar.edu.co

Resumen: Construimos un esquema numérico, que es similar a uno propuesto por [1], descomponiendo
la funcién de velocidad discontinua en una funcién continua de Lipschitz mdas una funcién de Heaviside y
disefiar un esquema el cudl es dividido en las dos partes en las que se descompuso la funcién de velocidad.
La parte del esquema relacionada con la funcién de flujo discontinuo se maneja mediante un paso semi-
implicito que, sin embargo, no involucra la solucién de sistemas de ecuaciones lineales o no lineales. Se
prueba que todo el esquema converge a una solucién débil en el caso escalar. El esquema puede extenderse
de manera sencilla al modelo LWR multiclase (MCLWR), que se define por un sistema hiperbdlico de N
leyes de conservacion para IV clases de conductores que se distinguen por sus velocidades. Se muestra
que el esquema multiclase satisface un principio de regién invariante, es decir, todas las densidades son
no negativas y su suma no excede un valor méximo. En los casos escalar y multiclase, no se involucra la
regularizacién de flujo ni el resolvedor de Riemann, y la condicién CFL no es més restrictiva que para un
esquema explicito para la parte continua del flujo. Se presentan ejemplos numéricos para los casos escalares
y multiclase.

Palabras clave: Modelo de tréfico vehicular, leyes de conservacion, flujo discontinuo.
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Maximizacion de la ecuacion de Weizsacker-Williams
en la aniquilacién Electron-Positrén,

y probabilidad de creaciéon de quarks pesados

Autores: Carlos G. Moya Egoavil, Antonio I. Rivasplata Mendoza
Escuela de posgrado, Universidad Nacional de Trujillo, Departamento de Fisica,
Universidad Nacional de Trujillo

E-mail: cmoya@unitru.edu.pe, antrivas@unitru.edu.pe

Resumen: El presente trabajo se determiné y simulé la ecuacién para la creaciéon de quarks pesados obte-
nidos por la aniquilacién de particula-antiparticula, exactamente electrén positrén en hadrones. El método
utilizado para determinar la formulacién ha sido maximizando la ecuaciéon de Weizsacker-Williams, una
aproximacion de la secciéon eficaz para varios eventos dados por colisiones lepténicas relativistas; se aplicé
la técnica de Altarelli-Parisi, que nos proporciona la funcién de densidad probabilistica para generar un par
de quarks ¢ — ¢, en el estado final del sistema y se simuld con la obtencién del cédigo de programacion
en MatLab. El programa computacional permitié diagramar la curva de densidad de probabilidad, bajo la
seccién eficaz de dicha produccién. El presente trabajo considera variables cinemaéticas y dindmicas relati-
vistas en toda colisién de leptones a altas energia, asi como los principios de conservacién energia-momento
evidenciando la generacion de nuevas particulas elementales pesadas.

Palabras clave: quarks; Weizsacker-Williams; Altarelli-Parisi; seccién eficaz
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Disefio de un modelo de valor agregado basado
en sistemas dinamicos estocasticos

Autores: José Gregorio Solorzano, Yolima Rocha Fontalvo, Yesika Paola
Rojas Sandoval

Corporacién Universitaria Americana, Universidad del Atlantico, Universidad del
Atlantico

E-mails: jsolorzano@coruniamericana.edu.co, yrocha@mail.uniatlantico.edu.co,
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Resumen: En los afios recientes, instituciones como el ICFES han generado diversos indicadores para esta-
blecer si una institucién de educacién superior aporta en el desarrollo de competencias de los estudiantes
que cursan programas técnicos, tecnolégicos y profesionales. En concordancia con esto, el presente trabajo
expone los resultados de una investigaciéon que busca disefiar un modelo de valor agregado para estimar
la calidad de la educacién en éstos. Se desarrollé en dos frentes de trabajo, el primero referente a consoli-
dar una manera de realizar una estimaciéon por programa académico con base en los resultados histéricos
aplicando el filtro de Kalman (FK), esto partiendo de la consideracién que el sistema de resultados de las
pruebas Saber Pro es un sistema dindmico estocdstico con varianza constante y el segundo fue disefiar un
modelo para la estimacién por estudiantes, es decir de manera individual el cual pueda tomar los avances
académicos que tiene un alumno, evidenciados con el rendimiento académico en los semestres cursados.
Como resultados destacables se encuentran que los estudiantes que provienen de instituciones con buen
desempefio en saber 11 presentan un menor valor agregado en comparacién con aquellos que no proceden
de colegios en altas categorias de acuerdo al Icfes. Asi mismo, se pudo inferir que los estudiantes con notas
en saber 11 por debajo de la media nacional al pasar por las Instituciones de Educacién Superior alcanzaron
a tener un alto valor agregado.

Palabras clave: Modelo de valor agregado, filtro de Kalman, sistema dindmico estocéstico, varianza cons-
tante, medicién de la calidad de la educacioén.

Introduccion

El Icfes (2014), al referirse a los modelos de valor agregado los considera como “modelos estadisticos que
intentan evaluar la efectividad educativa haciendo énfasis en el progreso de los estudiantes en el tiempo”(5).
Ademas se considera que Colombia presenta condiciones favorables para reportar el valor agregado al
sistema de educacién superior, debido a que los estudiantes presentan un examen estandarizado que es
la prueba SABER 11, que luego se puede comparar con la prueba SABER PRO (Icfes, 2014).

Es comtn encontrar en la literatura modelos que desarrollan diversos métodos estadisticos para deter-
minar el valor agregado, como los realizados por Breslin, T.P. y Samanta, S.K. (2014), quienes establecen
un modelo a partir de una regresion logistica que considera el modelo de Cobb Douglas con las siguientes
variables:

- Capacidad intelectual, a partir del nivel de competencias obtenidas en pruebas censales, matemadticas
y comprension lectora.

- Ranking de la escuela de procedencia

- Factores no observables, error llamado épsilon.
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Por otro lado, Metzler, J. y Woessmann, L.(2012) desarrollan una identificacién empirica que a su vez
realiza correcciones del error de la medida. La férmula que se plantea tiene foco en las competencias del
docente. El andlisis es hecho de los estadisticos como media, varianza, homogeneidad,correlacién entre las
variables. También, Hanushek, E. y Luque,]. (2003) establecen las variables escolares en Pert, a partir de los
resultados de TIMSS, a partir de la relaciéon O = f(X, R).

Donde O es el resultado de la estimacién, R son las variables referentes de la escuela y X son aquellos
valores asociados a la parte socio econémica.

Finalmente, Fagioli, L (2014) analiza los resultados entre dos pruebas estandarizadas en diferentes mo-
mentos. Las variables son sociales, como origen, etnia, clase social, si reciben almuerzo en el restaurante
escolar como medida de la pobreza.

En este trabajo se analizara la factibilidad del uso de un sistema dindmico estocastico para determinar
el valor agregado de un grupo de estudiantes de varias instituciones de educacién superior del distrito de
Barranquilla, Colombia.

Los modelos anteriores relacionan varias de las variables identificadas, sin embargo, ninguno las agrupa
en la medida o forma que se requiere para lograr el objetivo de esta investigacion. Por tal razén se propuso
el siguiente modelo:

Rij =51+ (CP)(X;)+ FS+o0(1)

Dénde: i representa la prueba genérica sobre la cual se hard la estimacién, en este caso i varia de 1 hasta
5 por ser cinco pruebas las que se evaluaran en Saber - Pro, en ese mismo subindice esta j el cual representa
el c6digo o ntmero del estudiante del cual se tomarédn los datos para la estimacion.

S11 resultado en saber 11 del estudiante j, C P; coeficiente de correlacién de Pearson el cual establece la
correlacién existente entre el desempefio académico y los resultados que se obtienen en Saber Pro, el mismo
varia de corte a corte que presentara prueba Saber Pro.

X, en este contexto es el promedio del estudiante j en la competencia i. F'S factores sociales que de
acuerdo a la correlacion realizada en pruebas es de 3. La variacion del error esta sefialada por o.

El célculo del valor agregado consiste en comparar el resultado estimado por el modelo con los resulta-
dos obtenidos por el estudiante en cada una de las prueba, si la estimacién estuvo por debajo del resultado
obtenido se dice que obtuvo valor agregado, en el caso contrario, se plantea una desagregacién de valor.
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Resumen: Los desastres en todo el mundo son cada vez mas frecuentes, diversos, complejos y extrema-
damente desafiantes, ya que causan millones de victimas y afectan tanto el desarrollo humano como los
recursos disponibles. En consecuencia, el presente estudio aborda un problema multi-objetivo de localiza-
cién, inventario y ruteo multi-escalén (2E-LIRP), el cual apoya la toma de decisiones integrales, para que el
encargado de disefiar y gestionar la red logistica obtenga una adecuada planeacion estratégica frente a la
incertidumbre y el impacto negativo que puede generar un evento adverso. Mds atn, el problema es for-
mulado como un modelo de programacion lineal entera, teniendo como principales objetivos, minimizar
los costos logisticos privados y su vez, maximizar el bienestar de las dreas afectadas, considerando deman-
da dindmica, multiples productos y flota heterogénea. Debido a la complejidad computacional asociada
al modelo, se proponen nuevos enfoques de solucién, basados en el disefio de algoritmos metaheuristi-
cos evolutivos; el primero, conocido como algoritmo genético de ordenamiento no dominado versién II
(NSGA-II), el segundo, algoritmo evolutivo de fuerza de Pareto version Il (SPEA-II) y el tercero, llamado
algoritmo genético (GA), programados en paralelo y ejecutados individualmente bajo un entorno de coope-
raciéon. Finalmente, la experimentacién llevada a cabo sobre un conjunto de prueba, compuesto por veinte
instancias de diversa complejidad, permite inferir que el enfoque paralelo-cooperativo y netamente paralelo
aplicado al NSGA-II, mejora sustancialmente los tiempos de procesamiento y la cantidad de soluciones no
dominadas, si se compara con los resultados obtenidos por el SPEA-II, disefiado bajo idénticas condiciones.
Ademas, al construir un GA con estas mismas caracteristicas, mejora hasta el 50 % de las soluciones, en
funcién de los costos sociales (costos logisticos y humanitarios), con tiempos de computo semejantes a su
contraparte secuencial.

Palabras clave: Inventario, localizacién, logistica humanitaria, multi-producto, optimizacién evolutiva, pa-
ralelismo, ruteo.

Introduccion

La ocurrencia de desastres naturales y sus consecuencias devastadoras son una realidad que se vive
afio tras afio alrededor del mundo. Aproximadamente el 75 % de la poblacién mundial vive en regiones
afectadas, al menos una vez entre 1980 y 2017, por un terremoto, un ciclén tropical, una inundacién o una
sequia. Como consecuencia de estos fendmenos, cada dia mueren mds de 184 personas en distintas partes
del mundo y arrojan un saldo que incluye la destruccién de activos fijos, capital fisico, la interrupcién de la
produccidn, el comercio y la disminucién de los ahorros e inversiones ptblicas y privadas, que acaban con
el progreso en materia de desarrollo econémico (Nagurney et al., 2019). Esta problematica ha generado un
profundo interés por buscar y establecer los mecanismos mas eficientes, que permitan mejorar la respuesta
a situaciones de emergencia, dando asi lugar al surgimiento de la logistica humanitaria como un medio para
afrontar los efectos negativos de eventos adversos que ponen en riesgo la integridad o la vida propia del ser
humano.

En la actualidad, los desastres, independientemente de su origen (sea natural o humano), son considera-
dos fenémenos sociales cuyos dafios seria posible prevenir y mitigar para disminuir o al menos controlar sus
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Figura 2: Representacion grafica del 2E-LIRP

efectos (Cecchini et al., 2017). La dificultad para predecir el lugar donde ocurrird, el momento y magnitud
con la cual se presentard, ademads de la incertidumbre asociada a las caracteristicas propias de la poblacién,
las condiciones de infraestructura existentes y la demanda requerida para atender la situacién de emergen-
cia, dan lugar a uno de los mayores desafios en la logistica humanitaria, como lo es, la imprevisibilidad,
definida como la ocurrencia de sucesos inesperados (Balcik et al., 2010). L'Hermitte et al. (2016) afirman que
la imprevisibilidad, crea barreras y afecta la eficiencia en la cadena de suministro. Asi, el adecuado manejo
de la cadena de abastecimiento logistico para la atencién de desastres y apoyo humanitario, se convierte en
un reto muy importante a nivel mundial, pues esta se encarga de estimar, proveer, almacenar, transportar
y distribuir el personal, los recursos y servicios requeridos a las zonas afectadas (Talebian Sharif & Salari,
2015), a través de un conjunto de actividades realizadas en diferentes instancias del tiempo, las cuales tienen
como finalidad asistir a las personas sobrevivientes luego de un desastre, reducir su impacto y mantener la
estabilidad social (Aghajani et al., 2020; Vahdani et al., 2018).

Por esta razén, surge la necesidad de desarrollar un modelo capaz de proporcionar la informacién su-
ficiente al responsable de la red logistica, para que éste tome las mejores decisiones relacionadas con la
ubicacién, distribucién y gestiéon de inventario, que garantizan finalmente una entrega oportuna de los bie-
nes (productos o servicios) a los grupos de interés (areas afectadas), minimizando asi los impactos negativos
de tipo econémico y social, ocasionados por la ocurrencia de eventos adversos. Dicho modelo se encuen-
tra asociado al 2E-LIRP, el cual integra tres tipos de decisiones muy importantes dentro de la planeacién
integral de la logistica humanitaria, como lo exponen Rafie-Majd et al. (2018), es decir, decisiones de tipo es-
tratégico: con efectos a largo plazo (ubicacién y asignacion de instalaciones); decisiones técticas: a mediano
plazo (control de inventario y transporte) y decisiones operativas: diarias o semanales (programacién y ru-
teo), las cuales determinan finalmente la capacidad de respuesta, flexibilidad, eficiencia y eficacia que posee
la cadena de suministro. A continuacion, se desarrolla una representacién esquematica, con el propésito de
facilitar la interpretaciéon y comprension del problema abordado (ver Figura 2).
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Interpretacion

Como se mencion6 anteriormente, el problema abordado considera dos aspectos muy importantes en
la planificacién y gestién de un desastre, es decir, las fases de preparacion (actividades realizadas antes
que ocurra el desastre, con el fin de lograr una atenciéon mas eficiente) y respuesta (actividades realizadas
una vez ocurre el desastre y cuyos objetivos estdn relacionados con el despliegue de recursos vitales para
atender a la poblacién afectada), las cuales pueden ser contextualizadas de la siguiente manera: dado un
conjunto de centros regionales de rescate y un conjunto de centros locales de rescate, donde la interaccién,
centros regionales — centros locales define el primer escalén y ademads, dada una flota de vehiculos para el
primer escalén y un conjunto de areas afectadas por un desastre, para el cual la interaccién, centros locales
— areas afectadas representa el segundo escalén, ademads de una flota de vehiculos para el segundo escalén;
se pide determinar qué instalaciones habilitar en cada nivel (fase de preparacién) y como gestionar un ade-
cuado plan de rutas que permitan distribuir los productos humanitarios desde los centros regionales hasta
los centros locales y desde estos tiltimos a las areas afectadas, administrando adecuadamente el inventario
en las instalaciones de primer nivel (fase de respuesta), bajo los objetivos de minimizar los costos privados
(localizacién - inventario - ruteo) y maximizar el bienestar de las regiones afectadas (sufrimiento humano),
sintetizados en tres funciones, la primera, relaciona el costo total de las instalaciones habilitadas y el uso de
vehiculos, la segunda, asocia el costo global por ruteo en cada escalén més la administracion del inventario
y la tercera funcién, representa el costo total del sufrimiento humano, causado por la privacién en los sumi-
nistros de socorro y el impacto que genera la estrategia de entrega en las regiones afectadas. Por otro lado, es
importante mencionar que los centros regionales designados, deben ubicarse en algin lugar alejado del drea
critica o potencial de emergencia y también, a una distancia razonable de los centros locales, pues son estos
quienes tienen el contacto directo con los puntos afectados. Asimismo, se debe aclarar que los proveedores
mostrados en la Figura 2 se incluyen en la ilustracién, simplemente con el propdsito de representar el mer-
cado disponible, a partir del cual, las instalaciones de primer nivel obtendrdn los productos humanitarios
requeridos para atender la demanda durante los periodos de socorro, manteniendo a su vez ciertos niveles
de inventario.
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Resumen: El estudio de la volatilidad de los precios de los activos es una de las dreas de mayor relevan-
cia en el analisis de los mercados financieros. Los métodos cldsicos que se han propuesto para caracterizar
la volatilidad de las series de precios, y que sentaron las bases de la Teoria de Mercado Eficiente (TME),
asume el cumplimiento de ciertas propiedades estocésticas (proceso browniano) sobre los datos de la serie
de precio. En esta presentacién mostramos como dicha propiedades estocdsticas no se satisfacen cuando
se intenta a caracterizar, a la luz de la TME, la volatilidad de las principales criptomonedas por capitaliza-
cién del mercado (Bitcoin, Ethereum, Litecoin, entre otras), sino que revelan otras propiedades estocasticas
asociadas a la multifractalidad de la serie. Lo anterior sugiere el no cumplimiento de la Teoria de Mercado
Eficiente sobre el mercado de criptomonedas, lo cual a su vez direcciona al cumplimiento de las hipétesis de
multifractalidad resumidas por Mandelbrot en [1] hacia una caracterizacién mds realista de la volatilidad.
Los resultados obtenidos podrian sugerir nuevas formas de valorar el riesgo sobre el disefio de estrategias
de inversién y de trading en el mercado de criptomonedas.

Palabras clave: Criptomonedas, Multifractalidad, Mercados financieros
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La estadistica en el disefio de ensayos clinicos
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Resumen: La estadistica, como disciplina de las ciencias exactas, es una herramienta fundamental para
la investigacion en todas las dreas del conocimiento. Para la investigacién clinica, la estadistica se torna
fundamental y en el caso de los ensayos clinicos, hace parte de todo el proceso cientifico de investigacién. En
este semandrio vamos a conversar sobre el papel de la estadistica y algunas aplicaciones en las actividades
cientificas de los estudios del centro de Ensayos clinicos y farmacovigilancia del Instituto Butantan.
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Abstract: We put forward an adaptive a (Type I Error) that decreases as the information grows, for hypot-
hesis tests in which nested linear models are compared. This calibration may be interpreted as a Bayes-non-
Bayes compromise, of a simple translations of a Bayes Factor on frequentist terms that leads to statistical
consistency, and most importantly, it is a step towards statistics that promotes replicable scientific findings.

Keywords: Bayes factor, linear model, likelihood ratio, adaptive «, PBIC.

References

[1] Pérez, Marfa-Eglée, and Luis Ratl Pericchi. “Changing statistical significance with the amount of infor-
mation: The adaptive « significance level.” Statistics & probability letters 85 (2014): 20-24.

[2] Sellke, Thomas, M. ]J. Bayarri, and James O. Berger. “Calibration of p values for testing precise null
hypotheses.” The American Statistician 55.1 (2001): 62-71.

88



III Encuentro Matematico del Caribe

Evolucidn en el liderazgo politico de las mujeres

latinoamericanas. Un andlisis X-STATIS
desde datos CEPAL 2000-2020

Autoras: Edith Johana Medina Herndndez, Maria José Fernandez Gémez
Universidad Nacional de Colombia, Medellin, Colombia, Universidad de Salamanca,
Salamanca, Espafia

E-mail: ejmedina@unal.edu.co, mjfg@usal.es

Resumen: Durante el siglo XX se produjeron transformaciones en las democracias de diversos paises del
mundo, que fueron abriendo espacio a la participacién de la mujer en la esfera politica. En el contexto de las
naciones latinoamericanas y del Caribe, a partir de los afios 70 comenzaron a emerger liderazgos politicos
femeninos que dinamizaron la busqueda de la igualdad de género en los distintos niveles del poder ptiblico.
Por ello, resulta pertinente estudiar la evolucion en el liderazgo politico de las mujeres latinoamericanas, ex-
aminando cifras compiladas por el Observatorio de Género de la Comisién Econémica para América Latina
y el Caribe (CEPAL), segtin porcentajes de participacion en alcaldias, concejos municipales, cortes supremas
de justicia y parlamentos.

Al analizar los datos de 19 paises de la regién, mediante la técnica multivariante Andlisis Triddico Parcial o
X-STATIS, se observa que Cuba, Bolivia, Nicaragua, México, Costa Rica, Ecuador, Surinam y Jamaica, son
los paises en los que la mujer ha logrado un mayor posicionamiento en la esfera politica, mientras que, atin
se perciben oportunidades de igualdad de género en la toma de decisiones politicas en Guatemala, Brasil,
Panamad, Colombia y Paraguay:.

Palabras clave: Representacion politica, mujeres latinoamericanas, andlisis multivariante, X-STATIS.

Introduccion

El liderazgo politico de las mujeres latinoamericanas ha comenzado a ser efectivo en los tiltimos afios, desde
la implementacién de acciones normativas, acuerdos internacionales, estrategias y cuotas de participacion,
que procuran lograr la igualdad de género en los distintos niveles de poder de los estados de la region.
Segtin como indica (Freidenberg et al. 2018: 535), “en las tdltimas tres décadas, se implementaron al menos
40 reformas politico-electorales en América Latina con el fin de promover la participacién activa de las mu-
jeres en las listas de candidaturas para acceder a cargos electivos de los partidos y del Estado”.

Desde diferentes encuentros y mecanismos de seguimiento a estas normas, se ha buscado potenciar la in-
clusién de las mujeres en organismos decisores a nivel politico, en condiciones de igualdad con respecto a
los hombres. Sin embargo, cada pais ha decidido, de forma diferente, como adoptar las medidas necesarias
para favorecer el liderazgo de las mujeres, porque, segtin como especifica (Gigena 2019: 104), “los Mecan-
ismos Nacionales son los responsables, a nivel internacional, de cumplir con los mandatos emanados de
la Plataforma de Accién de Beijing, de la Comisién Interamericana de Mujeres de los Estados Americanos
(CIMOEA), de la Convencién de Belém do Pard, y de otros mecanismos regionales especificos”.

Por tanto, no existe homogeneidad regional en cuanto a la manera en que las mujeres han logrado potenciar
su autonomia politica, o en la forma en que han logrado ejercer sus candidaturas o cargos en los distin-
tos niveles del poder politico. Tal como indica el (DANE 2020: 76), “las cuotas de género, sin duda, han
contribuido a romper algunas barreras. Sin embargo, hay que recordar que los obstdculos que enfrentan
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las mujeres no son solo de cardcter normativo, también se expresan en practicas y actitudes basadas en es-
tereotipos”.

Teniendo todo esto en cuenta, en este trabajo se pretende identificar las tendencias de indicadores asociados
al liderazgo politico de las mujeres latinoamericanas en cargos de eleccién y representacién, a nivel local
y estatal; esto buscando conocer las fortalezas y las oportunidades de mejora que se advierten entre los
paises, para continuar favoreciendo la igualdad de género en la toma de decisiones politicas. De forma
que los interrogantes que los interrogantes de investigacién planteados son: ;ha evolucionado el liderazgo
politico de las mujeres latinoamericanas en los tltimos 20 afios?, ;cudles son los paises que presentan los
mejores indicadores de liderazgo politico femenino?, y, ;cudles registran oportunidades de mejora en cuanto
a condiciones de igualdad de género, que favorezcan la presencia de las mujeres en los distintos niveles de
poder politico?

Metodologia

En este estudio se analizan 4 indicadores de liderazgo politico de las mujeres latinoamericanas y del caribe:
Porcentaje de alcaldesas electas (AL), porcentaje de concejalas electas (CS), proporciéon de mujeres en las
cortes supremas de justicia (PJ]) y proporcién de mujeres en los parlamentos nacionales (PL). Estos indices, se
examinan en 19 paises: Bolivia, Brasil, Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Ecuador, El Salvador, Guatemala,
Honduras, Jamaica, México, Nicaragua, Panama, Paraguay, Perti, Reptblica Dominicana, Surinam y Uruguay.
Examinando quinquenalmente los afios entre 2000 y 2020, para cada pais y cada indicadort, se analiza la es-
tabilidad o el cambio a lo largo de dicho periodo.

La técnica multivariante utilizada es el andlisis es el X-STATIS, que fue propuesto por Jaffrenou (1978) e
inicialmente fue llamado Analisis Triddico (Thioulouse et al., 1997). Esta metodologia permite estudiar un
cubo de datos de tres vias (paises, indicadores y quinquenios), mediante 3 fases: 1) La Interestructura, 2) El
Compromiso y 3) La Intraestructura. Asi, lo que se desea representar e interpretar son 5 matrices de datos,
cada una de ellas de dimensién 19x4, donde cada quinquenio representa una matriz que en las filas sitda
los 19 paises, y en columnas los 4 indicadores.

Resultados y Discusidén

En la siguiente figura se ha representado el compromiso de los indicadores junto a la posicién media de los
paises en la estructura que resume de forma global, toda la informacién que aportan las matrices originales,
a lo largo de los 5 periodos analizados. Puede verse como los vectores que representan los 4 tipos de poder
politico analizados, se ubican hacia el lado izquierdo del grafico. En el cuadrante II y en direccién cercana al
eje 2, se observan los vectores AL y PJ, que representan a las alcaldesas y las juezas (altamente relacionados
entre si de forma directa), y muy cercanos a éstos, se sitdan los paises: Jamaica, Surinam, Nicaragua y Cuba,
reflejando el liderazgo politico que han alcanzado sus mujeres en ambas esferas de la representacién politica.

En el cuadrante I1I, se posicionan los vectores PL y CS, formando un dngulo muy pequefio entre si, reflejando
una alta asociacion directa, y junto a ellos, se observan las posiciones medias de Costa Rica, Bolivia, México,
Ecuador y Reptiblica Dominicana. En este grupo de paises, las mujeres latinoamericanas han alcanzado
altos niveles en la toma de decisiones politicas, desde cargos parlamentarios y/o puestos en los consejos
locales de sus municipalidades. En contraste, los paises latinoamericanos que registran los menores por-
centajes de representacion de las mujeres en los distintos niveles del poder politico, son los que se ubican en
los cuadrantes I y IV del plano.
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Compromiso de variables e Intraestructura de paises
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Figure 3: Elaboracion propia en R, con libreria ade4.

En toda la region latinoamericana, aun se requieren transformaciones sociales, mds allad de leyes, reglas o
acuerdos que promulguen la igualdad de género en el &mbito del liderazgo politico, y acorde con (Freinden-
berg et al., 2018: 536) es presiso pensar en que, “las reglas electorales por si solas no garantizan la igualdad
de género, sino que éstas se deben complementar con otras politicas en el &mbito econémico, cultural y
educativo, que contribuyan a superar las diferentes formas de sexismo y violencia (fisica y simbélica) que
enfrentan las mujeres en la politica”.
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Resumen: El nimero de personas en condicién de calle crece de forma considerable en algunos paises del
primer y tercer mundo, haciendo de este un fenémeno para tener en cuenta y mds en estos tiempos de
pandemia. Se investigd de forma multidimensional los factores que inciden en la percepcién de seguridad y
la vulnerabilidad de los habitantes de calle en Colombia. Trabajamos con los datos del censo de habitantes
de calle CHC-2019 los cuales contaban con una poblacién de 13.252 individuos, publicados en 2020 por el
Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (DANE), estos se analizaron de forma descriptiva y
exploratoria aplicando técnicas multivariantes como: Arboles de Decisién y Analisis de Correspondencias
multiple (MCA) aplicando el uso del software R. Del drbol de decisiéon se encontré que las variables de
percepcion de seguridad que explican “teme por su vida”, considerada como la variable respuesta en este
arbol, son en orden de importancia: Ha recibido amenazas, ha sido perseguido y ha recibido insultos. Con
el Anélisis de Correspondencias miltiple (MCA) encontramos asociacién entre percepcién de seguridad y
las variables recibir insultos, amenazas, persecuciones, golpes, abuso policial y realizan trabajo en contra de
su voluntad. De forma general se indica que la condicién de calle esta principalmente ligada al consumo de
sustancias psicoactivas, el gusto personal por vivir en la calle y los problemas familiares.

Palabras clave: Colombia, habitantes de calle, 4rbol de decisién, andlisis de correspondencia multiple, censo.
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Estabilidad orbital de ondas estacionarias para la ecuaciéon
de Schrodinger con potencial tipo delta de Dirac atractivo
y dupla potencia de tipo repulsivo en la no linealidad
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Resumen: La ecuaciéon de Schrédinger ha recibido bastante atencién de la comunidad matematica en las
dltimas décadas, cuestiones como la existencia local e global de soluciones asi como el estudio de la estabi-
lidad orbital de las llamadas ondas estacionarias ha sido fundamental en el entendimiento de los diversos
fenémenos fisicos que ella modela. El objetivo principal de esta charla, es presentar algunos resultados re-
cientes sobre la estabilidad orbital de ondas estacionarias para una ecuacién de Schrédinger donde el poten-
cial en la ecuacién es de tipo delta de Dirac atractivo y la no linealidad es de tipo dupla potencia repulsiva.
La prueba del teorema que muestra la existencia y la estabilidad de las ondas estacionarias es basada en la
teorfa clasica de minimizacién del funcional Carga-Energfa asociado a la ecuacion, ver més detalles en [1].
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LP’-Maximal regularity for a class of degenerate fractional
integro-differential equations in Banach spaces
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Abstract: The theory of operator-valued Fourier multipliers is used to establish characterizations for well-
posedness for a class of degenerate fractional integro-differential equations of order 0 < o < 1 (in time) in
Banach spaces. We are concerned with the right-sided Liouville fractional derivative on the real axis and the
results are obtained for the Lebesgue-Bochner spaces LP (R, X), 1 < p < co where X is a given Banach space.
When X is a UMD space (a property related to the Hilbert transform) and 1 < p < oo, we obtain concrete
conditions for well-posedness based on the concept of R-boundedness (or Rademacher boundedness) for
operator families. The equations that we consider are used in several models in the applied sciences, for
example physics, rheology, and material science, in particular, viscoelasticity.

Keywords: Well-posedness, maximal regularity, degenerate integro-differential equation, operator-valued
Fourier multiplier, R-boundedness, fractional derivative Lebesgue-Bochner spaces.

Introduction

Fractional differential and integro-differential equations are increasingly being studied as models in se-
veral areas of applied sciences. In fact, many phenomena find a better description with the use of fractional
order models. Such is the case for phenomena with memory effects in visco-elasticity where several mo-
nographs have been published in the last decades. We mention [5], [7], [10], [11], [14] among others. Some
earlier references such as [12], [13] use the language of integral equations, which is another way to view such
equations. Stochastic models based on fractional derivatives are also of widespread use, with applications
concrete processes. Some of these are actively used in the area of control theory and fractional calculus of
variations.

It is a fact that several concepts of fractional derivatives are available. The most widely used are the
Liouville and the Caputo derivatives. Recently, mixed models such as the Hilfer fractional derivative have
been introduced (see e.g. [6]). Depending on the problem under consideration, one has to decide which
of these fractional derivatives is the most appropriate alternative. Other fractional derivatives have indeed
been useful for concrete phenomena. Of course the model used should be tested for its suitability to make
predictions on real life problems. One of these is the Weyl fractional derivative which is generally known as
the Liouville fractional derivative. Each concept of derivative is usually accompanied with a dual version,
generally with the terminology of left-hand and right-hand derivative.

Degenerate equations have been studied with interest due to the many applications in the sciences. The
recent monograph by M. Kosti¢ ([8]) is entirely devoted to degenerate Volterra integro-differential equations.
Earlier, he treated nondegenerate equations in [9]. The former contains several examples of degenerate dif-
ferential equations form various areas of science. Other monographs on the subject are Carroll-Showalter
[1], Favini-Yagi [3]. Inverse problems for degenerate equations are treated in [4]. An example of a degenerate
fractional differential equation is the linearized Benney-Luke equation:

(1m0 — A)Dfu = yoAu — BoA?u. (15)

Here, A is the Laplace operator, 19 € R and «, 8y > 0. The equation in the usual case where a = 1 has been
used as model for problems in the theory of liquid filtration. We refer to [Favini-Yagi-199] and [Kostic 307]
for more information. We used the Caputo fractional derivative D' for the fractional version.
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A related equation is the Barenblatt-Zheltov-Kochina equation
(nA — I)Dfu + Au = 0. (16)

The equation is used to study fluid filtration in fissured rocks, moisture transfer in soils and in the process
of two-temperature heat conductivity. The fractional version has been presented in [5], where their distribu-
tional chaoticity properties are studied.

In the present work, we are concerned with the following problem which consists in a degenerate frac-
tional differential equation in a Banach space:

t

ADSu(t) = Au(t) + / b(t — s)Bu(s)ds + f(t), (17)
for almost all ¢ € R. Here, A, B, and A are closed linear operators in a Banach space X satisfying the as-
sumption D(A) N D(B) C D(A), f is an X-valued function defined on R, b € L'(R;4), 0 < o < 1, and D¢
is the right-sided Liouville fractional derivative of order « on the real axis. In many situations A = B so
that the domain conditions reduces to D(A) C D(A). This becomes in material in case A is a bounded linear
operator on X. In order to define the derivative D¢, we proceed by duality by first considering for smooth
complex-valued functions, in this case function from the Schwartz space S(R, X) the following:

D p(t) := 1 o /000 sV (t+s)ds, teR. (18)

T(1-

Then for a vector-valued function u, we define the fractional derivative in the sense of distributions
through

DS u(yp) == /Rngo(t)u(t)dt, for all ¢ € S(R). (19)

In the case where u € S(R, X) the distribution D¢ u takes the form

o« a Eou(t) — u(t — s)
Dyu= F(lfoz)/ (EDECE

—00

The latter form of the fractional derivative is also known in the literature as the Marchaud derivative. It
appears in some problems of viscoelasticity (see e.g. [13]).

We establish maximal regularity results for Problem (17) in the Lebesgue-Bochner spaces LP(R, X). Our
main tool is the theory of operator-valued Fourier multipliers in the Lebesgue-Bochner spaces L?(R, X),1 <
p < oo. In this context, the concept of R-boundedness plays a fundamental role. This notion reduces to
boundedness in case X is isomorphic to a Hilbert space. Problems of this type with the usual derivative have
been studied both in the periodic and non periodic contexts by many authors, not only on L? spaces but
also on vector-valued Besov spaces, including the Holder spaces C*(R, X) or C*(T, X), 0 < s < 1, where
T is the one-dimensional torus which can be represented as the quotient space R/Z. For the Schrodinger
evolution equation, H. Emamirad and A. Rougirel considered a fractional version in [2].
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Abstract: We investigate the equation for the orbit of a test particle in the Schwarzschild spacetime by using
classical Lie symmetry group analysis.

Keywords: Lie point symmetries, invariant solutions, Noether symmety, Schwarzschild spacetime.

Introduction

Lie symmetry analysis applied to differential equations was introduced by Sophus Lie in the 19th cen-
tury, who studied the invariance of ordinary differential equations (ODE) under group transformation. Lie
symmetry analysis method is a powerful tool to study differential equations, such as ordinary differential
equations, Partial differential equations, recently this method has been extended to study other types of
equations like fractional differential equations and stochastic differential equations. Using this method we
can find related group of transformation, reduction of order, invariant solutions, exact solutions, similarity
solutions and Conservation Laws both in the Noether point of view of and the Ibragimov one.

In this work, that was carried out together with Luis Acedo, Enrique Lépez and Abraham ]. Arenas, we
shall study a equivalent form of the differential equation for a test particle geodesic orbit in Schwarzschild
spacetime.
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La ecuacidn diferencial exacta generalizada
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Resumen: En este trabajo presentamos y realizamos un estudio de la Ecuacién Diferencial Generalizada

y estudiamos bajo qué condiciones es exacta y presentamos la formulacién general, bajo la cual, en caso
negativo puede ser reducida a ella.

Palabras clave: Derivada e Integral Generalizada, Ecuacién Exacta, Factor Integrante

Introduccion

Una de las dreas de la Matemaética en constante desarrollo y crecimiento es el de las Ecuaciones Difer-
enciales y sus métodos de resolucién usando operadores fraccionarios o generalizados y diversos espacios
funcionales. El Célculo Fraccionario y el Calculo Generalizado son hoy en dia tan importantes como el
mismo Célculo Cléasico, en los tltimos 40 afios muchos matematicos se interesaron en estos temas por sus
muchas aplicaciones, como asi también la posibilidad de definir nuevos operadores diferenciales e inte-
grales.

Esta ecuacién estd definida en el marco de la Derivada Generalizada de [9] y su operador integral
generalizado, definido en [8] y que engloba tanto las derivadas conformes de [2] como las no conformes
de [1] y [7]. Para el desarrollo de nuestro trabajo, definimos las derivadas parciales generalizadas y en-
tonces decimos que la ecuacion (20) es N-exacta si y sélo si existe una funcién ¢ tal que N ¢ = P(t1,12) y
Ni ¢ = Q(t1,t2). Se demuestra ademds que

Teorema 39. En las condiciones anteriores sobre Py ) la ecuacion es N-exacta si y sélo st
«a _ «
Ni Q = Ng, P.

Por dltimo, para obtener la solucién general de la ecuacién (20), definimos y establecemos algunas
propiedades de la diferencial total generalizada de una funcion.
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Un problema de temperatura y el método de capa limite
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Resumen: Se estudia la variacién de temperatura en un fluido con velocidad uniforme entre dos planos
paralelos ubicados a una distancia constante que contiene cierta capa limite. Tomamos la regién fuera de la
capa limite considerandola en una dimensién. Luego de esto, se trabaja el interior de la capa limite usando
cierta transformaciéon y un método llamado combinacién de variables y surge en el término principal de la
expansion, luego de esto aplicamos las condiciones de contorno para encontrar la solucién aproximada de
la temperatura.

Palabras clave: Capa limite, Python, diferencias finitas, expansion interna, expansion externa, planos para-
lelos, condicion de pegamento de Prandtl, solucion asintotica

Introduccion

Ahora consideraremos la capa limite termica que ocurre en un flujo de fluido. Se analiza la tempertura
de un fluido cerca de una pared solidad donde la temperatura sera obtenida de una ecuacion diferencial
que sera resuelta por el metodo de expansiones asintoticas acopladas con alunas condiciones de frontera.
En Ortiz et al. (2014) fue tratado el fluido de Couette y en Ortiz et al. (2019) fue considerado el fluido de
Poiseuille. En ambos se trabajo con capa limite.
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Solucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
de segundo orden no lineales
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Resumen: Presentaremos un método para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
no lineales de la forma f(z,y,y’,y”) = 0. En este método utilizamos criterios de homogeneidad, los cua-
les asignan exponentes a cada una de las variables z,y,y’, y”. Después de esto, se toma el grado de cada
término desde el punto de vista algebraico. Si el grado es el mismo, hacemos ciertos cambios de variable
que convierten la ecuacién diferencial original en una de segundo orden con una variable ausente. Este tipo
de ecuaciones se pueden resolver de forma maés simple.

Palabras clave: EDP no lineales, criterios de homogeneidad.

102



Educacion Matematica



Memorias | Conferencias

Estudio longitudinal de tendencia acerca de la
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Resumen: El objetivo de este estudio es analizar la complejidad del enunciado y el desempefio del estudian-
tado al resolver problemas verbales de comparaciéon multiplicativa en diferentes edades, pero dentro de un
mismo nivel educativo, nivel secundario. Para tal fin, se escoge una muestra de 210 estudiantes, distribuidos
en los tres dltimos cursos de la educacion secundaria de un centro educativo publico espafiol. Los proble-
mas incorporan unas caracteristicas determinadas, el calculo de la parte de un todo, dénde éste puede ser un
ntmero natural o fraccionario. Los resultados muestran que la complejidad del enunciado y el desempefio
del estudiantado tienen una relacién inversa. Asi mismo, se determina que el desempefio del estudiantado
en la resolucién de los problemas propuestos crece con la edad; sin embargo, las diferencias al respecto de la
complejidad no son tan significativas. Estos datos sugieren que la complejidad del enunciado puede ser un
predictor del desempefio en la resolucién de problemas verbales, y que el concepto matematico de fraccién
de un nimero, natural o fraccionario, no se consolida hasta tltimo curso de educacién secundaria (15 a 16
anos de edad).

Palabras clave: Habilidad lectora, desempefio del estudiantado, estudio longitudinal, problemas verbales,
resolucién de problemas

Introduccidon

Son muchos los estudios que han generado diferentes clasificaciones al respecto de los problemas ver-
bales (Carpenter, Moser y Romberg, 1982; Greer, 1992; Nesher, 1992; Vergnaud, 1990; 1997). As{ se tienen dos
aproximaciones segtn la operacién a realizar, es decir, de estructura aditiva o multiplicativa. La probabili-
dad de éxito que se puede obtener al respecto de la resolucién de un problema, es decir, el ntiimero resoluto-
res que han realizado correctamente un problema entre todos los resolutores que han tratado de resolverlo,
es una marca de dificultad (Ivars y Ferndndez, 2016) y por tanto, determina la dificultad o complejidad para
comprender los conceptos que involucra un problema y, en particular, las diferentes situaciones multiplica-
tivas (Clark y Kamii, 1996; Garcia, Vazquez y Zarzosa, 2013; Mulligan y Mitchelmore, 1992, 1997; Peled y
Nesher, 1988). En el campo de la matemética educativa, en particular, en la investigaciéon en resolucién de
problemas, existe una relacién entre los conceptos matemaéticos y los procesos de comprensién del enun-
ciado verbal (De Corte y Verschaffel, 1991; Hegarty, Mayer y Monk, 1995). En particular, Sanz et al. (2020)
determinaron que la comprensién de un enunciado, medida a través del tiempo promedio de lectura por
palabra del enunciado, estaba ligada a la dificultad de conceptos como la comprensién de un todo natural o
fraccionario (Perera Dzul y Valdemors Alvarez, 2009) y la fraccién como operador (Hart, 1984).

Proposito de la Investigacion

En el marco en el que se encuentra la presente investigacion se tiene como objetivo,
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1. Determinar la evolucién del nivel de éxito, y la complejidad del enunciado para estudiantado con
edades comprendidas entre 14 y 16 afios ante un problema de comparacién multiplicativa cuando el
todo sobre el que se actta es natural o fraccionario.

2. Determinar la relacién existente entre el nivel de éxito y la complejidad del enunciado, siendo el
primero medido a través de la probabilidad de éxito (Ivars y Fernandez, 2016) y la segunda como
el tiempo de lectura medio por palabra empleado por el estudiantado al leer el enunciado de un
problema verbal (Sanz et al., 2020).

Metodologia

Muestra

Con el fin de obtener respuesta a los objetivos planteados se presenta un estudio descriptivo cuan-
titativo formado por 210 participantes (126 mujeres) pertenecientes a tres cursos de nivel secundario del
sistema educativo espariol: a) de 13 a 14 afios, 35 alumnas y 42 alumnos; b) de 14 a 15 afios, 27 alumnas y
34 alumnos; y c) de 15 a 16 afnos, 72 estudiantes (28 alumnas). Para cada una de las tres poblaciones objeto
de estudio se determina que los datos son comparables al respecto de las posibles diferencias de género. Se
puede afirmar que no existen diferencias significativas, ya que las pruebas para la diferencia de medianas
al respecto de la habilidad lectora, asi como las pruebas para la diferencia de proporciones en el caso de la
probabilidad de éxito, reflejan p-valores menores al nivel de significacién del 5% establecido, en todos los
casos. Ademas, se determina, haciendo uso de las mismas pruebas, que no existen diferencias significativas
de tiempo de lectura por cursos, entre los que resuelven con éxito y los que no. Notar que, se realizan prue-
bas no paramétricas en el presente estudio ya que no se cumplen las hipétesis de aplicabilidad de pruebas
paramétricas (p-valores < 0.0001).

Instrumento

Para la obtencion del tiempo de lectura empleado en cada proposicién se hard uso de un entorno tec-
nolégico, R&L, utilizado para investigaciones sobre lectura, comprensiéon de textos y resolucién de tareas
asociadas a textos. R&L es un sistema basado en tecnologia web, al que se puede acceder desde méviles,
ordenadores y pantallas inteligentes empleando un navegador cualquiera y disponible para todos los siste-
mas operativos. De entre las diferentes opciones que nos proporciona la herramienta se hace imprescindible,
en el presente trabajo, el cubrimiento de partes del texto y las respuestas de opcién multiple (ver Figura 4).
El cubrimiento de partes del texto (incluidas las respuestas de opciéon mdltiple) hace que estas permanez-
can ocultas (Figura 4) y que s6lo puedan hacerse visibles al presionar sobre ellas. Esto permite obtener un
registro de las interacciones que hace el usuario. Asi, el equipo investigador puede conocer qué parte del
texto estaba siendo consultada en la realizacién de las tareas, en qué momento de la lectura se ha leido un
segmento determinado del texto, cudnto tiempo ha permanecido en él, si se ha realizado una lectura en més
de una ocasién y si se ha seguido un orden légico de la lectura del texto, las preguntas y las opciones de
respuesta, etc.

Se utilizan dos problemas de comparacién multiplicativa de una etapa (Nesher, 1992), siendo los utili-
zados en Sanz et al. (2020) quienes realizaron el estudio para alumnado con edades entre 15 y 16 afios de
edad. En ambos problemas se analizan conceptos matematicos como, la fraccién como operador, y su accién
sobre un todo natural o fraccionario.

12 Tenemos 30 cramelos . i dos tercio son de fresazcudntos caramelosson de fresa?

Las diferentes proposiciones se remarcan por distintos subrayados: a) azul, tiene un todo fraccionario
(T1) o natural (T2); b) naranja, se presenta la fraccién como operador (T1 y T2); y d) verde, pregunta del
problema (P1y P2).

Medida de Complejidad
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Tarea 1.

Pregunta 1

Tarea 2.

Pregunta 2

Tarea 3.

Figura 4: Ejemplo de un experimento en R&L donde se utiliza el enmascaramiento y las
respuestas de opcién multiple

Siguiendo a Sanz et al. (2020), La complejidad de un problema verbal se puede derivar de la complejidad
de todas las proposiciones que forman su enunciado. Para estimar la complejidad de una proposicion, cal-
culamos el tiempo de lectura por palabra empleado por los usuarios. El tiempo de lectura de la proposicién
j en la tarea i (Tij) comprende, por tanto, el conjunto de cocientes del tiempo empleado por cada estudiante
en el grupo (de tamario n) entre el ntimero de palabras en la proposicién. La complejidad global del enun-
ciado serda medida como el tiempo de lectura por palabra promedio de las proposiciones que conforman el
enunciado.

Resultados y Discusién

En primer lugar, se determina que las distribuciones del rendimiento del alumnado y profesorado, me-
didas a través de la tasa de acierto al resolver los problemas, son las mismas (Figura 5a). Asf, si se determi-
nase la complejidad de un problema verbal a partir de la probabilidad de éxito, se podria decir que, P(éxito
T1)< P(éxito T2), lo que determinaria que el problema 1 seria mas complejo que el 2.

30 .
° 3
25 . °
. .
.
20 o . A
pl5; 3 .
°
10 =
0
13 a 14 afios 14 a 15 afios 15 a 16 afios
13 A 14 ANOS 14 A 15 ANOS 15A 16 ANOS
uT] mT2 HT1 ET2

(a) Exito de resolucién, probabilidad de acierto (b) Complejidad del enunciado, tiempo medio
por palabra por poblacién de estudio

Figura 5: Resultados del enunciado global por tipo de participante

Al evaluar el tiempo por palabra medio empleado al leer los enunciados de los problemas (Figura 5b),
se observa que las distribuciones coinciden en ambas poblaciones y, ademas, los resultados concuerdan con
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las probabilidades de éxito (Figura 5a), pero de forma inversa, es decir, a mas tasa de acierto, menos tiempo
empleado en dicho problema. Estos resultados, determinan que, si autores como Ivars y Ferndndez (2016)
concluyen que la tasa de acierto puede medir la complejidad de un problema, entonces el tiempo de lectura
puede ser un buen prondstico, y la relacion entre ambas medidas es inversa. Asi, quedaria determinado el
Objetivo 2. Al respecto de la estructura de ambos problemas, es decir, problemas de comparacién multipli-
cativa, la Figura 5 va en contra de lo que autores como Nesher (1992) o Ivars y Ferndndez (2016) determinan,
se trata de problemas cuya estructura queda consolidada en tltimo curso de educacién primaria. En nuestro
estudio, se observa que esto no se produce, y no es hasta el tiltimo curso de la educacién secundaria cuando
se produce la consolidacion (Objetivo 1), lo que lleva a pensar, que el concepto que emerge del sintagma
“dos tercios son de”, asi como el uso de las fracciones, es lo que provoca la diferencia entre estudios an-
teriores y el presente. La demostracién de lo mencionado se observa en la Figura 6 en la que se pone de
manifiesto la complejidad de las diferentes proposiciones medidas a través del tiempo de lectura medio por
palabra.

55 o 30
50 °
45 & H
40 2 ° . °
35 ° . b 20 " e °
30 °
. 15 H
25
20 ' : . y
10
15 H
10 5
b
0 0
13 a 14 afios 14 a 15 afios 15 a 16 afios 13 a 14 afios 14 a 15 afios 15 a 16 afios
ETi1 ET21 T2 WT22
(@) T11yT21 (b) T12 y T22

Figura 6: Resultados de la complejidad del enunciado por proposiciones

La Figura 6a muestra que el todo fraccionario (T11) es més costoso de leer que el todo natural (T21),
resultados que estdn en la linea de lo que Perera Dzul y Valdemors Alvarez (2009) manifiestan en su trabajo.
Al respecto de la parte de un todo, la Figura 6b vuelve a ser la muestra de que es mas costosa la lectura
cuando se hace sobre una fraccién (T12) que sobre un niimero natural (T22). Este resultado vuelve a estar
acorde con lo que la fraccién como operador de Hart (1984). Este sintagma estd relacionado con “parte de”,
y se traslada de forma algoritmica a una multiplicacién de dos fracciones (T1) o de una fraccién y un natural
(T2). Este resultado confirma los obtenidos por Verschaffel, Greer y Torbeyns (2006), quienes postularon
que, cuando se introduce el algoritmo, incluso en situaciones en las que el alumnado ya posee destreza (la
parte de un todo natural se introduce en alumnado de 9 a 10 afios de edad en el sistema educativo espariol),
tras la introduccién del algoritmo (en este caso la multiplicacién de fraccién por natural) se observa una
tendencia a dejar de utilizarlas para aplicar el algoritmo.
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Resument: El problema de la presente investigacién radicé en la necesidad de caracterizar el conocimiento
especializado que evidencian dos profesores de matematicas en la ensefianza de la simetria y localizacién
en el plano cartesiano y profundizar en las relaciones entre los subdominios del modelo del conocimiento
especializado del profesor de Matematicas (Matematics Teacher’s Specialized Knowlwdge, MTSK). La in-
vestigacion se sustenta en el Modelo MTSK y tiene como objetivo establecer y analizar las relaciones entre
los subdominios del modelo para la ensefianza de la simetria y localizacién en el plano cartesiano. Asi-
mismo, se partié de lo planteado por el Ministerio de Educaciéon Nacional de Colombia y la Secretaria de
Educaciéon Publica de México, en relacién con el pensamiento espacial y geométrico. La metodologia fue
de tipo cualitativa con un estudio de caso mdultiple de carécter instrumental, con dos informantes, un pro-
fesor de Mexico y otro de Colombia con una amplia experiencia docente y formacién en matemadticas y su
didéactica. La informacién se ha recolectado por medio del disefio de una planeacién de clase, una entrevista
semiestructurada y un cuestionario previamente disefiado y validado por expertos a dos profesores de ma-
tematicas de secundaria del estudio. Entre los resultados se destacan las relaciones entre los subdominios
de interés profundizando en relaciones especificas entre éstos a través del andlisis de sus categorias, y cémo
estas conexiones propician decisiones en el quehacer docente en el aula de matematica.

Palabras clave: conocimiento especializado del profesor de matematicas, conocimiento didéctico del conte-
nido, conocimiento de los temas, conocimiento de la estructura de las matematicas, simetias, localizacién en
el plano cartesiano.

Introduccion

Caracterizar el conocimiento especializado del profesor de matemaética ha sido un reto y foco de estudio
para la Educacién Matematica, es aqui donde se logra evidenciar una tensién acerca de la naturaleza del
conocimiento que maneja el profesor tanto en el conocimiento matematico como el didactico y, sobre todo,
el grado que tiene para desarrollar su tarea docente. En este sentido, [4] en el informe presentado en la Orga-
nizacion para la Educacién, la Ciencia y la Cultura de las Naciones Unidas, (UNESCO), se sugiere asegurar
al profesorado el derecho a una formacién continua relevante y pertinente, centrada en la formacién inte-
gral y los aprendizajes de los estudiantes; asegurar impactos significativos de la formacién continua en las
précticas de ensefianza y en los aprendizajes de los estudiantes. Por tal motivo, el conocimiento del profesor
de matematica debe ir en evolucién constante, sin embargo, atn se conserva en las algunas instituciones
profesores de matemadtica con una ensefianza tradicional. Algunos estudios [3] muestran que debido a la
divisién que suele suceder entre el conocimiento cientifico y el conocimiento didéctico, hay instituciones
educativas en las que se ha llegado a aceptar, explicitamente, que basta con saber matematicas para ensefiar
en aula de clase. Asimismo, evidencian la existencia de profesores de ciencias que, aunque con un adecuado
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dominio del contenido matematico, carecen de una formacién didéactica sélida. En efecto, la carencia de al-
guno de estos dos dominios en la enseflanza de las matematicas genera en la préctica docente un ambiente
no agradable y por ende pone en juicio el conocimiento especializado del profesor.

En este sentido, el objetivo de la presente investigacién estd encaminado a establecer y analizar las
relaciones entre el conocimiento didéctico del contenido, el conocimiento de los temas y el conocimiento
de la estructura de las matematicas para la ensefianza de la simetria y localizacién en el plano cartesiano.
Dichos subdominios a estudiar hacen parte del modelo MTSK, [1].

El estudio del conocimiento del profesor sobre el conocimiento didactico del contenido es de suma
importancia para los procesos de ensefianza y aprendizaje propios del quehacer docente, el cual le permite
al profesor identificar el interés, las fortalezas y sobre todo las dificultades que presentan los estudiantes al
momento de interactuar con el objeto matematico. Asimismo, el conocimiento del curriculo académico y el
uso de las teorias tanto institucionales como personales, permiten al profesor tener una visién amplia de
su préctica docente. Por otro lado, el conocimiento de los temas y el conocimiento de la estructura de las
matematicas, posibilitan al profesor tener una visién amplia acerca de los contenidos a ensefiar y permite
hacer una planeacién de clase teniendo en cuenta, la forma, el orden, la conexién y secuencias que debe
tener el tema a ensefiar. En concordancia con esto, [2] plantea que el profesor debe conocer los contenidos
que ensefa a sus estudiantes, en donde se han cuestionado sobre qué y como requiere conocerlos, lo cual
implica un conocimiento profundo del contenido matematico (conceptos, procedimientos, hechos, reglas y
teoremas) y sus significados. Mientras que el subdominio de la estructura de las matemaéticas describe el
conocimiento del profesor acerca de las conexiones entre elementos mateméticos.

Dada la importancia de este estudio, cabe mencionar que son escasas las investigaciones de cémo se re-
lacionan estos subdominios en particular y qué evidencia un profesor de matematica en su préctica docente,
aunque existen investigaciones en donde se han relacionado otros subdominios del modelo MTSK, un ejem-
plo de esas relaciones lo presenta [5] identificando las relaciones entre (el conocimiento de la ensefianzas de
las matematicas) y los demds subdominios del conocimiento del profesor de matemadticas). Asimismo, [6]
estudi6 las relaciones entre el conocimiento de la ensefianza y el conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, se requieren mds investigaciones en donde se establezcan las
relaciones entres los subdominios del modelo MTSK en pos de enriquecer atin mas la practica docente en el
aula y aportar herramientas necesarias al conocimiento profesional del profesor de matemaética.
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Resumen: La integracién de la tecnologia en las précticas docentes es al dia de hoy una realidad. Innu-
merables esfuerzos han realizado los profesores de matematicas por hacer uso de estas herramientas en la
enseflanza. Sin embargo, en muchos casos, la no profesionalizacién como licenciados en matemaéticas, ha
generado que no cuenten con estrategias didacticas o pedagdgicas que les hagan valer de manera efectiva
estas herramientas. Asi, este trabajo de investigaciéon tuvo como objetivo caracterizar el conocimiento espe-
cializado del profesor que ensefia matematicas efectivamente mediante las TIC. Para esto, esta investigacion
se desarroll6 mediante un enfoque cualitativo con disefio estudio de caso instrumental en la que se siguieron
las siguientes fases de investigacién: eleccién del participante, disefio y aplicacién de las técnicas e instru-
mentos y andlisis y recoleccién de la informacién. En ese orden se efectuaron 13 unidades de observacién no
participante a un profesor de matematicas con experiencia ensefiando en el grado décimo en la modalidad
remota y presencial, enfocadas en el analisis de los subdominios de conocimiento de los temas (KoT), cono-
cimiento de las précticas matematicas (KPM) y conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT) del
modelo que estudia al conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK). Se encontré como
principal hallazgo las relaciones existentes entre subdominios disciplinares y de tipo didactico-pedagégico
del modelo MTSK, lo que muestra la necesidad de que el profesor conozca a profundidad de estos subdo-
minios de conocimiento en los contenidos que ensefia (funciones trigonométricas y secciones cénicas) para
poder hacer efectiva el uso de la tecnologia como mediacién en la ensefianza. A manera de conclusion se
obtuvo que es relevante la exploracién continua del conocimiento especializado del profesor en diversos
contenidos de las matemaéticas que son ensefiados utilizando las Tecnologia.

Palabras clave: Modelo MTSK, tecnologia, profesores de matemaéticas

Introduccion

Las dltimas convocatorias a nivel nacional correspondientes al concurso de mérito docente muestran
que cualquier profesional con conocimiento a fin a las matemadticas puede presentarse (MEN, 2002). En la
convocatoria realizada para las zonas afectadas por el conflicto armado, se muestra que profesionales de la
matematica, fisica, estadistica, ingenierfa, administracién, de empresas, entre otros, podian acceder a estas
plazas (MEN, 2017). En ese orden, y visto que en el pais los resultados en pruebas estandarizadas como
PISA, revelan que de los paises pertenecientes a la OCDE, Colombia es el mds rezagado con 40 % de los es-
tudiantes en niveles bajos (OCDE, 2019), muestra la necesidad de que sean los profesores con formacién en
matematica, didactica y pedagogia quienes sean los encargados de estar en las aulas de clase y puedan apli-
car con eficacia tendencias del siglo XXI de acuerdo con la UNESCO (2017) como es el caso de la tecnologia.
De esta manera, Carrillo et al., (2018) proponen el modelo de conocimiento especializado del profesor que
ensefia matematicas, con sus siglas en inglés MTSK, cuya caracteristica radica en comprender los elementos
que necesita el profesor para anticiparse a los pensamientos del estudiante, asi como las oportunidades de
aprendizaje surgidas a través de las actividades matematicas que desarrollan los estudiantes (Sosa, Flores-
Medrano & Carrillo, 2015). El modelo MTSK tiene forma de hexdgono y estd constituido por dos dominios
y seis subdominios de conocimiento. Como se muestra en la figura 7.
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Figura 7: Modelo del conocimiento del profesor. Fuente. Carrillo et al. (2018)

En la parte izquierda del modelo se ubica el conocimiento matematico (Mathematical Knowledge-MK),
el cual corresponde a una red de conocimiento estructurado basado en reglas y conexiones que permiten
comprender la creacién de las matematicas (Carrillo et al., 2018), este estd conformado por 3 subdominios
de conocimiento: el conocimiento de los temas (Knowledge of Topics-KoT); el conocimiento de la estruc-
tura matematica (Knowledge of the Structure of Mathematics, KSM); y, el conocimiento de las practicas
matematica (Knowledge of Practices in Mathematics-KPM). En el lado derecho del modelo se ubica el co-
nocimiento pedagégico de los contenidos (Pedagogical Content Knowledge-PCK), el cual corresponde a las
diferentes maneras de profundizar el contenido matematico cuando se tienen intenciones de ensefianza y
aprendizaje (Escudero-Avila & Carrillo, 2020). Este dominio también esta conformado por tres subdomi-
nios: el conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje (Knowledge of Features in Learning Mathematics
-KFLM), el conocimiento de la ensefianza de las matematicas (Knowledge of Mathematics Teaching-KMT); y,
el conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matematicas (Knowledge of Mathematics Learning
Standars-KMLS). Para términos de esta investigacién se profundiza en dos subdominios del MK (conoci-
miento de los temas y de las practicas matematicas) y uno del PCK (conocimiento de la ensefianza de las
matematicas). Estos se definen a continuacién: i) conocimiento de los temas: corresponde a los componen-
tes especificos del drea de las matematicas que estd determinado por los saberes con los que debe contar un
profesor para ensefiar matemaéticas. Como por ejemplo: procedimientos, definiciones, y fundamentaciones
tedricas de los contenidos a estudiar (Flores-Medrano et al., 2014); ii) conocimiento de las practicas ma-
tematicas: corresponde al conocimiento del profesor para demostrar, justificar, validar, hacer deducciones
e inducciones y generar conocimiento en matemadticas, es decir su significado puro; iii) conocimiento de la
enseflanza de las matematicas: corresponde al conocimiento del profesor sobre teorias de la ensefianza de
las matematicas que son derivadas de investigaciones en el area o de observaciones y reflexiones de las ac-
tividades de matematicas que desarrolla el profesor en el aula, ademds, del conocimiento de los beneficios
que ofrece la insercién de materiales concretos o tecnolégicos como instrumento en la ensefianza (Delgado
& Zakaryan, 2019).
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El pensamiento Visual: un sistema de actividades
en la ensefianza aprendizaje de las nociones geométricas
en nifios con TDAH de grado quinto de la basica primaria

Autores: Osvaldo Jestis Rojas Velasquez, Randy Zabaleta Mesino
Universidad Antonio Narifio
E-mails: orojasv69@uan.edu.co, rzabaletal0@uan.edu.co

Resumen: En la ensefianza-aprendizaje de la matematica en el grado quinto de bésica primaria se destacan
ciertas dificultades: una limitada base conceptual; el nuevo contenido matematico no se introduce a partir
de los conocimientos existentes y situaciones contextualizadas en las experiencias de la vida; y carencia de
las habilidades de representacién, visualizacién e imaginacién necesarias. Para contribuir a mejorar esta
situacion en el salén de clases, se considera oportuno crear las bases para un desarrollo adecuado del pensa-
miento visual en los estudiantes y de esta forma se potencia un conocimiento robusto de los contenidos ma-
tematicos en la Educacién primaria. En esta investigacion se describe el proceso de ensefianza-aprendizaje
de las nociones geométricas en nifios de grado quinto de basica primaria con diagnéstico TDAH a través de
un sistema de actividades que estimulan el pensamiento visual con el uso de material concreto manipulable
y la mediacién tecnoldgica. Se dardn los fundamentos tedricos, descripcién del sistema de actividades y
finalmente la simulacién tecnolégica de las actividades que favorecen el aprendizaje de las nociones desa-
rrolladas producto de los hallazgos en la conclusién del trabajo.

Palabras clave: Pensamiento Visual, TDAH, Nociones Geométricas, ensefianza- aprendizaje.

Introduccion

Los nifios con necesidades especiales educativa (NEE) demandan una atencién diferenciada en nuestro
ejercicio como docente, de ahi se han identificado un ntimero importante de aportes para intervenir y acom-
pafiar los procesos de ensefianza-aprendizaje de estudiante que presentan trastorno por déficit de atencién e
hiperactividad (TDAH). El desarrollo del pensamiento visual permite conectar el conocimiento matematico
a través de una compresion concreta de los objetos matematicos a estudiar en su nivel de escolaridad, es
importante destacar los siguientes aportes alrededor del fortalecimiento del pensamiento visual o lo que
algunos autores describen como visualizacién matematica:

Diaz y Dircio (2010) presentan una propuesta metodoldgica para medir el grado de visualizacién en
actividades de resolucion de problemas matemdticos. Esta propuesta se sustenta en la fuerza del pensa-
miento visual, que intervienen en todo tipo de actividad matemadtica y plantean que “... el pensamiento
visual puede convertirse en pensamiento abstracto, es decir también puede ser medio para la construcciéon
de conocimiento”. Objetivo hacia el cual se enfoca este proyecto de investigacion.

Domenicantonio, Costa y Vacchino (2011) plantean “... que el pensamiento visual proporciona a los
estudiantes nuevos caminos para pensar y hacer matematicas” . También hacen referencia a la visualizacién
como mediadora en el proceso de ensefianza y aprendizaje a partir del uso de la tecnologia, y plantean que
“... la visualizacién posibilita crear en la mente una imagen visual de un concepto abstracto.

Fatemah Almuwaiziri (2020), describi6 la visualizacién recibida pasivamente (PRV), que se refiere a
imagenes dadas o representaciones visuales de ideas matematicas encontradas en problemas verbales (por
ejemplo, tres grupos de cinco manzanas) y visualizacién autoconstruida (SCV), que se refiere a imédgenes
o representaciones visuales de ideas matematicas relacionadas con problemas verbales que los estudiantes
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tienen que idear ellos mismos, facilitan y normalizan la comprensién y la resolucién de problemas verbales
con un efecto favorable para nifios con TDAH, estudio que se realiz6 en Kuwait.

Britt, Alicia K.(2014), describe el efecto de la estimulacién visual mediada por el uso de materiales ma-
nipulables en el aula permiten beneficiar el aprendizaje de los estudiantes de segundo grado de primaria
con TDAH.

Eric Carbone (2001), propone que es importante distribuir adecuadamente el aula de clase para generar
una adaptacién sensorial de ojos y oidos, pero que a su vez es necesario alinear estrategias de visualiza-
cién en la construccion de tareas a los estudiantes con TDAH que ilustre de mejor manera el problema a
desarrollar, sin profundizar en los estudiantes las dificultades en la atencién y en la organizacién de sus
actividades.
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Una breve introduccion a los modelos de Ecuaciones
Diferenciales aplicados a enfermedades infecciosas

Autor: Marlon Michael Lépez Flores
Instituto de Matematica Pura e Aplicada
E-mail: marlon.mlopezf@gmail.com

Resumen: Los modelos de ecuaciones diferenciales son utilizadas comumente por los gobiernos para preever
el curso de una enfermedad infecciosa, como Covid-19. Estos sirven como herramienta de apoyo para to-
mar decisiones en posibles intervenciones. En éste mini curso serdn presentados los modelos més basicos
utilizados para representar este tipo de enfermedades, asi como un modelo para representar el desarrollo

de Covid-19
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Toépicos en Geometria de los nimeros

Autor: Raibel de Jesus Arias Cantillo
Universidad Federal de Maranhdo
E-mail: raibel.jac@ufma.br

Resumen: El objetivo de este mini-curso serd presentar algunas conexiones entre geometria y teoria de los
nameros. Especificamente, usaremos nociones bdsicas de la geometria de Poincaré para estudiar resultados
de Teorfa de los ntimeros. Por ejemplo, estudiaremos los llamados ternos pitagoéricos, el algoritmo Eucli-
diano de la divisién y las fracciones continuadas desde un punto de vista geométrico, usando herramientas
de la geometria de Poincaré. La finalidad es introduzir y motivar, sin exigir muchos prerrequisitos, a estu-
diantes de inicio de carrera de ciencias basicas y Ingenierfa al estudio de la geometria de Poincaré, usando
como puente la Teoria de los nimeros, mostrando conexiones interesantes entre estas dos areas de la ma-
tematica que, a priori, parecen desconectadas.
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GeoGebra en el aula

Autores: Alexander Arévalo Soto, Diana H. Bueno-Carrefio, Leonel Monroy

Guzmdén, Oswaldo Rodriguez Diaz

Institucién Universitaria Antonio José Camacho, Pontificia Universidad Javeriana Cali,
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leonel.monroy@correounivalle.edu.co, orodriguez@uao.edu.co

Abstract: En este curso se presentard la oferta que provee GeoGebra para potenciar la dindmica de las clases,
desde lo que ofrece como parte de la mochila digital hasta aplicaciones y experiencias concretas en temas
relacionados con algebra lineal, ecuaciones diferenciales y matematicas discretas.

Keywords: Mochila digital, GeoGebra, Aula.

Introduccion

En las ultimas cuatro décadas la tecnologia ha transformado drasticamente gran parte de las dindmicas
de la sociedad y las propias habilidades humanas (Tall, 2013). La
enseflanza de las matematicas, aunque no al mismo ritmo, no ha sido la excepcién. Se ha venido experi-
mentando una revolucién de las estrategias didécticas que acercan con mayor notoriedad la ciencia y los
estudiantes a las TIC, lo que ha conllevado a tomar conciencia de que “Lo verdaderamente importante
vendra a ser su preparacion para el didlogo inteligente con las herramientas que ya existen, de las que algu-
nos ya disponen y otros van a disponer en un futuro que ya casi es presente” (De Guzman, 2007).

En este curso se presentard la oferta que provee GeoGebra para potenciar la dindmica de las clases,
desde lo que ofrece como parte de la mochila digital hasta aplicaciones y experiencias concretas en temas
relacionados con 4lgebra lineal, ecuaciones diferenciales y matemadticas discretas. De este modo, el curso
constara de cuatro médulos, a saber:

Mochila digital. Examinaremos las diferentes herramientas y aplicaciones que brinda GeoGebra, titiles
para la planeacién de ambientes académicos de aprendizaje, enmarcados en el desarrollo de una nueva al-
fabetizacion digital, enfocada tanto para estudiantes como para profesores (Trigo & Machin, 2018).

Matematicas discretas. Exploraremos algunos recursos que permiten la experimentacién, modelizacion
y verificacién de soluciones a problemas propios de las matematicas discretas en temas como conteo, l6gica
y teoria de grafos.

Algebra lineal. A través de un ejemplo de ensefianza mediada por tecnologias digitales Tipo CAS y
DGS, en esta seccion del curso recrearemos la “nueva realidad” de los objetos matemaéticos y su emergen-
cia en el aula gracias a la interaccién natural de la geometria y el dlgebra que ofrecen estas herramientas
(Moreno-Armella & Hegedus, 2013).

Ecuaciones  diferenciales. Usando las herramientas que brinda GeoGebra (CAS,
deslizadores, etc.) se mostrard cémo se puede hacer la simulacién de modelos matemdticos que se repre-
sentan con problemas de valor inicial. Veremos como las diferentes vistas permiten hacer inferencias, ten-

dencias o comportamientos de las soluciones de problemas en contextos realistas.

Es importante resaltar que para participar del curso basta con tener un manejo basico de GeoGebra.
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Matematica y programacién con Python

Autor: Moisés Ramén Quintana Alvarez
Universidad Tecnolégica de Bolivar
E-mail: mquintana@utb.edu.co

Resumen: El desarrollo tecnolégico moderno, la dependencia creciente en las investigaciones en la mayoria
de las esferas de la vida social de los modelos matematicos, el perfeccionamiento y uso de la inteligencia
artificial, el vertiginoso desarrollo de la ciencia de los datos y su vinculacién con la IA, hacen que un pro-
fesional o un cientifico de hoy no puede vivir ajeno a la informética y sobre todo a la programacién de
computadores. Motivar a los matematicos en esta direccidn, es el principal objetivo de este minicurso.

Modern technological development, the growing dependence on research in most spheres of social life
on mathematical models, the refinement and use of artificial intelligence, the rapid development of data
science and its link to Al, make a professional or a scientist of today can not live outside of computing and
especially computer programming. Motivating mathematicians in this direction is the main objective of this
mini-course.

Palabras clave: Matematica, Programacién, Python, Métodos numéricos, Metaheuristicas

Introduccion

Por todos es conocido que las matematicas se nutren de la emocién de comprender cémo y por qué
se relacionar las cosas y que la programacion, de lo que puede lograrse al dominar con profundidad esas
relaciones. Los algoritmos que usa la programacién han derivado de diversas ramas de las matemaéticas,
por lo que un matemaético que incursiona en la programacién ya tendria una ventaja inicial. La matematica
computacional es la disciplina que modeliza y resuelve los problemas que surgen en los &mbitos cientifico,
tecnolégico e industrial. Utiliza modelos matematicos, metaheuristicas y estadisticos desarrollados sobre la
base de la computacién. Cada vez estd mds presente e impacta en los sistemas informaticos. 5i se agrega que
los primeros informaéticos fueron mateméticos que quisieron automatizar ciertos procesos de célculo y die-
ron surgimiento a los ordenadores y a la informaética en si, entonces ;Por qué no motivar a los matematicos
actuales fortalecer su conocimiento sobre programacién en un lenguaje de alto nivel como Python?

Es cierto que la eleccién de Python hace posible esta sintesis a priori: gracias a su sintaxis de programa-
cién multiparadigma, escribir programas en Python es a la vez potente y asequible. Es probable que cubra
la mayoria de las areas de programacioén y, en particular, aquellas que pueden ser de interés para los algo-
ritmos y sobre todo, existe una comunidad multidisciplinar trabajando en la construccién de bibliotecas en
todas las areas del saber para facilitar el trabajo de programadores y cientificos. Desde este punto de vista,
aprender un lenguaje “fundamental” como Python nos parece una alternativa didactica mucho mejor a la
que consistiria en aprender solo el uso de software de algebra informatica.

Desarrollo

Tratar de aprender en un espacio de tiempo tan corto un lenguaje de programacién es imposible. El
objetivo del curso no es convertir en especialistas en su uso a los participantes de un momento a otro. Se
trata de motivar a que profundicen en su aprendizaje, dominio y posterior aplicacién aprovechando las
ventajas que poseen por su formacién académica.

Las cuatro horas del curso se dedican a introducir las caracteristicas y elementos del lenguaje de pro-
gramacién Python, sus tipos de datos y operadores, las estructuras basicas de programacién y su relacién
con determinadas estructuras algebraicas, algunas caracteristicas avanzadas del lenguaje y sobre todo apli-
caciones en la matematica discreta y numérica, asi como procesos importantes de optimizacion.
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Dynamics and Geometry
Dindmica e Geometria

Author: Ronaldo Alves Garcia
Universidade Federal de Goiés - Instituto de Matematica e Estatistica
E-mail: ragarcia@ufg.br

Abstract: In this minicourse (delivered in portuguese) it will be considered geometric problems in the Eu-
clidean plane. It wil be considered planar convex curves and elliptic billiards.

Keywords: four vertices, ellipse, curvature, elliptic billiard, Poncelet theorem.

Introduction

The main topics are the following:

i) plane convex curves,
ii) curvature of plane curves (Euclidean and affine),
ii) Four (and six) vertex theorem.
iv) elliptic billiards,
v) Poncelet theorem,

vi) other topics of dynamics.
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Descubriendo Asteroides

Yaleidys Hernandez, Raquel Rey, Angelica Tufion, Clara Camargo, Daniel

Herrera
Grupo de Astronomia Alfa Centauri - Universidad Tecnolégica de Bolivar
E-mail: alphacentauriutb@gmail.com

Resument: El Espacio es tan fascinante como su gran inmensidad. Dentro de él se encuentran muchos cuer-
pos celestes y formas de energia que desde la Tierra pueden resultar en hermosas vistas, fascinantes colores
y formas impredescibles. Los asteroides, incluidos en esta inmensidad de cuerpos, son pequefios objetos
rocosos que orbitan alrededor del sol. La mayoria de ellos orbitan entre Marte y Jupiter. Estudiar los as-
terides nos permite profundizar sobre el origen del sitemas solar, ya que los materiales que lo conforman
no han sido alterados por procesos de integracion como sucede con los planetas, donde los materiales con
menos densidad estan fuera y los que poseeen mas densidad estan en el centro. No obstante, pese a sus
potencilidades, los asteroides pueden suponer un peligro para nuestro planeta si impactan con el dado que
estos cuerpos se desplzan a grandes velocidades. Es por esto que la Comunidad Internacional esta muy
interesada en estudiarlos y catalogarlos. En ese sentido, este minicurso comprende una visién general e
introductoria a los cuerpos pequerios del sistema solar, haciendo enfasis en los asteroides. Se entendera el
por qué de la importancia de descubrir sus 6rbitas, como son nombrados a la hora de ser descubiertos y
se conocera acerca de la IASC, de qué se trata el proyecto de ciencia ciudadana llamado Campafia Interna-
cional de Busqueda de Asteroides, donde estudiantes, aficionados y publico en general pueden participar y
realizar sus propios descubrimientos.
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La Teoria APOE y la construccion de
pensamiento matematico

Autor: Solange Roa Fuentes

Universidad Industrial de Santander
E-mail: sroa@matematicas.uis.edu.co

Resumen: La Teoria APOE (acrénimo de Accién, Proceso, Objeto, Esquema) explica la construccién de co-
nocimiento matematico a través de un modelo cognitivo que describe las estructuras y mecanismos men-
tales que un individuo debe desarrollar para comprender un concepto, nocién o teorema matematico. En
este documento se estudian los constructos de dicha teoria, las componentes de su método y el rol de la
descomposicién genética en la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas; a través del andlisis de tres
descompocisiones genéticas (modelos cognitivos considerados el corazén de la teoria) relacionados con el
concepto de transformacién lineal, valores y vectores propios y, un teorema de algebra lineal.
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